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4. Waluacje dyskretne

Kryterium nieosobliwos$ci krzywej afinicznej CU K[x.Y]

Twierdzenie
Krzywa zadana rownaniem Weierstrassa jest osobliwa tedy 1 tylko wtedy
gdy 4 =0

Dowad
Izomorfizm ¢ (dopuszczalna zmiana zmiennych zachwuje niezerowo$¢
wyroznika A ), wigc wystarczy rozwazac posta¢ normalna krzywe;.

Za}(')Zmy’ 7e char(K) 21 char(K) t 3, Wtedy;
E:Y*= X'+ a,X+a, b=-16(4d}+ 274}
7 drugiej strony na mocy wzorow CARDANO mamy, ze wielomian

X’ + a,X + a;ma pierwiastki wielokrotne wtedy i tylko wtedy, gdy :

2 3
a_6 a_4 = i =
H H+E3E 0 ¢.gdyd =0

020

Zatem istnieje rOwnanie uktadu

5_E =2Y=0

oY

0E _ ¢

s e Pl )l 1) [ )l w) e (e )

Zatem punkt (x,,0) jest punktem osobliwym krzywej E. Odwrotnie jesli
punkt p jest punktem osobliwym krzywej Eto 4 = 0.,

Niech:
R- dowolny (przemienny z 1)
R* - oznacza grupa jednos$ci pier§cienia R

Definicja

Waluacje dyskretna pierscienia R nazywany funkcje¢ addytywna
ViR - (00 T, spetniajaca nastepujacy warunek ,trojkata” tzn.
\vd
a,beR

via+b)=min(v(a)>v(b))
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Whiosek

WaluacjaV spelnia nastgpujace warunki:
a)V (()) =)

b) aeR * —v(a)=0

Dowdd
1)Z addytywnosci:

Gdybyv( 0)<w tov(0)=v(00a)=v(a)m(0)0 0=vq dla dowolnego al R co
jest niemozliwe. Zatem Vv (0)=» cbdo
2)Mamy V (a) = 0{a0l) = v (a)+v (1) 0 v (1) = 0. Dalej jezeli a0 R oraz istnieje
beR takie,ze ab=1 ,to wtedy
0=v(1)=v(alb)=v(a)+v(p)D v(a)=v(b)= 0 cbdo

Definicja
Jezeli w pierScieniu istnieje element nieodwracalny »nU R \{R *1] {0}} taki ze

dowolny s0 R\{0} mozna przedstawié¢ w postaci s = n‘t, d0 Ny, t0 R* to n
nazywamy parametrem lokalnym.

Whiosek
Wartos$¢ d jest okreslona jednoznacznie.

Dowod

s=n% 0 = n® 0, wtedy 1= u™?00,' 0 u™ = 1, co jest niemozliwe, gdyz
lewa strona rownania jest elementem niecodwracalnym w R a prawa strona
roOwnania jest elementem odwracalnym. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi  ze

W pierscieniu lokalnym 0,(E) dowolna prosta afiniczna, ktdra nie jest
,»styczna” do krzywej E w punkcie P jest parametrem lokalnym.
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Definicja

Punkt PeE,P=(x
P=P (sprzgzone)tj. y -

) jest punktem rzedu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy

2 Y
yE-y-ax-a,

Twierdzenie

Kazdy element 70 O, mozna przedstawié¢ w postaci s = n‘ [r,d0 Ny, 0 R*,
gdzie nem,(E) .
Gdzie:

m,(E) - ideal maksymalny pierScienia lokalnego 0,(E)

Jesli  f(P)#0 to [ jestjednoScia pierscieniai (1) zachodzi dla
d=0 |,
Zalozmy wigce, ze f nie jest jednoscia tj. f(P) =0
Pokazemy,ze u=X-x jest parametrem lokalnym w pier§ O,(E) cieniu
Kazdy f€K[E] mozna przedstawi¢ w postaci:
0#f=u(x)+Y-W(x)
fEK[X,Y]
Niech f=(X-x)"(X,+7,)=(X-x)"f,
gdzie (X -x)" jest maksymalna potega dzielaca zarobwno u(x) jaki
w(x) Poniewaz f#0 ,wiec Vv, lub w,#0 .

Jesli f1(P)#0 to f, —jedno$¢ to (1) zachodzi dla d=d,
Jesli fi(P)#0 to f, —jedno$¢ oraz mamy:
flzN(f1)(f1)_l
gdzie N(f,)EK[X]

Zatem niech
N(f)=(X—x)"f,
gdzie f, —jednos¢, wtedy (1) zachodzi dla d=d,+d,

Pozostaly przypadek to /(P)=/,(P)=0 (*)
Pokazemy, ze tak si¢ nie moze zdarzy¢, w tym celu rozwazmy uktad réwnan

postaci:
L Y(P)|[v,\_[o
1 Y(P) w, 0
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ktory ma rozwiazanie niezerowe (v, w,) na mocy (*)

Ale wyznacznik macierzy wynosi Y (P)-Y(P)#0 (gdyz P nie jest punktem
rzedu 2) co przeczy zalozeniu, ze powyzszy uktad ma  rozwigzanie
niezerowe 1 tym samym konczy dowdd twierdzenia.

Whiosek

Dla dowolnego P€E i f€K[E] warto§¢ d=d(f) o ktorej mowa w
twierdzeniu, nazywamy rz¢dem funkcji f w punkcie P . Onznaczamy

ord , [ . Pojecie rzedu rozszerzamy na dowolnag funkcje wymierna F=§
jak ponizej:
ord ,0=00

ordp§=0rdpf—ordpg

W dalszym ciagu bedziemy rozwazac¢ rozszerzenie pojecia waluacji
dyskretnej v:R— ( —o,+o ] spetniajace warunek addytywnosci 1
trojkata.

Stwierdzenie

Dla dowolnego P€E  ord,:K(E)>ZU{»] jest waluacja dyskretna.

Dowadd

Warunek addytywnosci jest rzeczywisty.
Zatozmy teraz, ze:
Lo
S udztz
SN Ud,'tll
Sou' ‘s

N

Wtedy:
s+s =u" (e ) Au T () )= a (tu T )
gdzie s=min(d,~d,,d'\—d';) i d,—d,>d'\—d’', | tit'
sa jednosciami.
Zatem 0rdp(s+s')>5=min(0rdps,0rdps') C.N.D.
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5. Krzywe eliptyczne rzutowe

5.1 Plaszczyzna rzutowa

Niech k-ciato algebraiczne domknigte

W zbiorze K° \{0} okreslajaca relacje rownowaznosci, zadaje jak nastepuje
(xl,yl,zl)(x2,y2,22) witt.
exist A€K (x, y, 2,)=(Ax, Ay, Az))

Zbior klas abstrakcji: K’ \{0} nazywamy plaszczyzny rzutowe i
oznaczamy P*(K)

Przyklad

Przestrzen rzutowa P'(R) mozna identyfikowaé dowolnym punktem na
prostej y=1 lub prostej y=0

W zbiorze P*(K) mozemy wyodrebni¢ podzbidr "punktéw skonczonych"
ptaszczyzny rzutowej odpowiadajaca cyklicznym kierunkom réwnioleglych do
ptaszczyzny z=0

Odwrotnie  jesli 0=(x,y,z)eP*(K) to jego '"odjednorodnienie"
definiujemy.

W ten sposob kazdemu punktowi afinicznemu mozna przyporzadkowac
jego ujednorodnienie Q*€P’(K) a kazdemu punktowi Qe€P*(K) jego
odjednorodnienie Q.€4’(K) .

Operacj¢ (*) nazywamy ujednorodnieniem 1 odjednorodnieniem
odpowiednio.

Niech :
¢:A(K)-P(K)
0-0Q"

@: P (K)—A*(K)
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0-0,
Wtedy mamy:
Yo d): ld A (K)
poy=1Idy
Gdzie UeP’(K) jest zbiorem punktow skonczonych plaszczyzny rzutowej
P*(K) (ze wzgledu na ustalona wspotrzedna)
Ujednorodnienie 1 odjednorodnienie wielomianéw

Operacje "*" p rzutuje si¢ w sposob naturalny na wielomiany

fcK[X,Y]
¢:K[X,Y]>KI[X.Y,Z],um
p:foF

_ X Y\
F(X.Y,2)=f(, )2

gdzie K[XYZ],, jest zbiorem wielomianéwjednorodnch tzn
spelniajacych warunek F(AX,AY, AZ)=A""F(X,Y,Z)

Podobnie definiujemy :
L//.'K[X,Y,Z]hom—>K[X, Y]
F-f
f(X,Y)=F(X,Y,Z)
mamy roOwnosc:
poy=1Id
yop=1d
na odpowiednich dziedzinach zachodzi nast¢pujaco:

Lemat

Mamy dla f€K[X,Y], FEK[X,Y,Z]
1) (fe)*=sf*g*

2) (FG)*=F*G*

3) (f*)*=f

4)Jesli z*F to (F,)*=F

5.2 Krzywe rzutowe

Niech C -krzywa algebraiczna plaska. Zatem C[X,Y] jest wielomianem
nieoznakowanym K[X,Y] .
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Krzywe rzutowe  C definiujemy jako krzywe zadane przez
ujednorodnienie C*[X,Y,Z] wielomianami C[X,Y] .Zauwazmy, zZe
C*[X,Y,Z] jestrozkladem wtedy i tylko wtedy gdy C[X,Y]

Pierscien ilorazowy

K[X,Y,Z]/C* mnazywamy pierScieniem wspotrzednych dla krzywe;j
rzutowanej C* oznaczamy go K[C'] .

F
Aby funkcja wymierna r :E byla dobrze okreS§lona na P*(K) Fi G

musza by¢ wielomianami tego samego stopnia st(F)=st(G) .

Zatem K(C*)=r=—;G,Fe€K[Z,Y,Z]hom|/C*,stF=stG .

Q™

Lokalizujac K (C*) w punkcie P*eC* otrzymujemy pierscien lokalny

0,*(C* , dokladniej 0,*(C*)={r=2€K(C*):G(P)=0} .

~—

F_F*_F(X,Y,7)
G G* G(X,Y,Z)
aby @(r) bylo dobrze zdefiniowane polozymy

Analogicznie mamy ¢ : K (C*)—K(C)

ZstFF({JZ) F({Z)
F o Fes 7 7 7 7
¢(F)=F1(E)=Z” o [P ,wtedy
Z2"°G(=,=) G(=,—5)
yYARA yYARA
AX AY X Y
ez o7
d(r)(Ax,Ay,Az)= = =o(r)(X,Y,Z) wiec
GAMAT XY
AZ AZ A

@ (r) nie zalezy od reprezentanta klasy abstrakcji relacji “r”

Wiosek

Mamy rownos¢:
v ¢=ldy
by=1Id, ..

Dowaod
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XY
F(=.,—)
Z Z .
W p(r)(x,y)yl )=r(x,y) wiec y ¢(r)=r
X Y
G(_:_)
Z Z
FIE L)
Z Z
¥ ¢(R)(x,y,z)=¢p(R(x,y,1))=R(=, =1)=( Ty )=
roE G(_’_’l)
Z Z
Z7'F(X,Y,Z) ,
= =R X,Y,Z o =R
7 GX.T.Z ( ) wiec ¢oy(R)
Uwaga
Poniewaz operacja (*) jest homomorfizmem wigc x,y
XY X Y
RTINS I UNY Sl A AR 2 AR
(l)r,s X,y_(l) G’G,_(I)GG' _G(£ Z) G,(£ z)_(l)r (I)S
A4 Y AA
1 podobnie
_ FF' _F(X,Y,2) Z) o
B(R.S)X Y. )= (G5 )XY, D)= =R (s)

Definicja

Rzutowanym réwnaniem weiestrassa nazywamy rownanie postaci :
e/ 3_.3 2 2 3
E*: X +a XYZ+a, XZ'=x"+a, X Z+a,XZ"+a Z" a krzywa E* zadana
tym réwnaniem urzutowieniem krzywej afinicznej E (lub domknigciem

rzutowym E)

Powiedzmy, ze dwie krzywe E, E’ zadane odpowiednim rdéwnaniem
Weiestrassa sa izomorficzne wtedy 1 tylko tedy gdy istnieje dopuszczalna
zamiana zmiennych przeprowadzajaca jedna krzywa w druga

X w X+r?

()= Y+u?sx+2) gdzie u,r,s,t€K, u#0 zuwzglednieniem dzielenia

z z
6

obu stron rownania przez u° . Krzywa rzutowa nazywamy
jezeli wyrdznik A jest rozny od 0 co jest zgodne z

nieosobliwosci (przez pochodne czastkowe)

nieosobliwa,

oryginalna definicja
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Definicja
E* - nazywamy krzywa eliptyczna rzutowa wtedy 1 tylko wtedy gdy jest

nieosobliwa to jest gdy A#0

Whiosek
Krzywa Eliptyczna rzutowa E* sktada si¢ z punktow skonczonych (ktore
uzyskujemy przez odjednorodnienie E*) oraz punktu w nieskonczonos$ci
©=(0,1,1) .

Dowdd
Odjednorodniajac wielomian opisujacy krzywa E* ze wzgledu na z#0
otrzymujemy krzywa eliptyczna E (punkty skonczone). Jesli natomiast
z=0 torownanie E* wynika, Ze X=0 , otrzymujemy punkt
(0,Y,0)=(0,1,0)

Twierdzenie
Niech P*e E* (E* - krzywa eliptyczna rzutowa), wtedy O,.(E*) jest
pierscieniem z waluacja dyskretna.

Dowod
Jezeli P* - skonczony to bylo to juz udowodnione, jesli P*=0 to

. . X
pokazemy, ze parametrem lokalnym ze wzgledu na zmienne Y jest — u= v

Dla dowolnej rozwazmy odjednorodnienie E krzywe E* ze wzgledu Y.
E:Z+a ZX+a,2°=X"+a, X" Z+a,XZ’+a,Z° Wystarczy pokazaé, ze
u=X jest parametrem lokalnym krzywej E w punkcie (0,0) gdyz
0 0
(0,1,0)=(—,—)
1 1

Zauwazmy ze X jest dzielnikiem Z w pierécieniu  O0(E) , gdyz

Zx’ Zx’ 1
7= x3= ad 3=x3 (1)
x Z+..—aZ ltax+..+agx
zatem

X|Z wiec x|Z .

Niech teraz f€K[E] bedzie zapisany w postaci
f=r(Z)+s(Z)X+t(Z)X* .
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Wyciagniemy najwyzsza potege Z w kazdym wielomianie 1, s, t 1
napiszemy [—r(Z)Z'+s(2)2' X+1,(Z)Z°X* | gdzie ZXr, lub ZXs, lub
ZXt1 hlb I”1=O hlb S1=0 111b t1=0 .

Zastepujac Z przez postac (1) dostaniemy, ze:
3 3 3

f=r1(xT+...)+sl(XTJr...)Xﬂl(xT+...)=r2)(3+s2)(3j“+z2X“‘+2 gdzie 7, ,

s, , LEK(E) | kazdy z nich jest albo regularny w punkcie (0, 0) albo
tozsamo$ciowo rowny zerow K (E) .

Niech d bedzie minimum z tych 3i,3j+1,3k+2 dla ktorych odpowiednie
ry, S, 5,70  Wtedy f=x?f' gdzie f' jestfunkcjaregularng w
punkcie (0, 0) c.k.d.

Przyklad
Y4 .
5 ma zero rzedu 3 w punkcie O naE* |7 ma zero rzedu 3 na E gdyz

Y
Z=x’r,r(0,0)#0 .

Yy . 1 . . . . X
Zatem — 1 -, maja bieguny rzgdu 3 w (0, 0) poniewaz ord ,,(7)=1
X—=xZ "
wigc x—xZ__ Y ” ma biegun rz¢du 2 w punkcie 0°€E” .
VA VA

Wczesniej pokazaliSmy jakie zera (1 rzedy zer) ma funkcja liniowa
X —x . Teraz w przestrzeni rzutowe] ujednorodnienie funkcji X —x to
X_ _X-sZ
Z V4

jet rowny 0.

. W tym przypadku widaé, ze suma rzedow zeri  biegundow

5.3 Grupa dywizorow
Dla kontrolowania rzedow zer 1 biegundéw funkcji wymiernych wygodnie jest

haszowac je jako wspotczynniki grupy abelowej wolnej generowanych przez
punkty krzywej E .

10
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Przyklad
Niech P=(x,y)€E E -krzywa afiniczna

mamy przypadki:

1)Jesli p=(x,y) nie jest punktem rzedu 2 (tzn y#y ) to funkcja
X—x jest parametrem lokalnym i ma zera w punktach p=(x,y) ,
P=(x,y) oraz 0 rzedu zero w dowolnym innym punkcie krzywej E .

2) char # 21 P jest punktem rzedu 2 na E 1 zatdozmy, ze E jest w
postaci normalnej Y’=(X—x)(X—x,)(X—-x;) gdzie *, X, X; -rdZne.

Poniewaz Y jest parametrem lokalnym to X —x, —ma zero rzedu 2 w
punkcie P,=(x,»,) izerarzedu zero we wszystkich pozostatych  punktach
krzywej. Podobnie x=x,ix=x;

3)char K=2 ,pjestpunktemrzegdu2na E wtedy sprowadzajac E do
postaci normalnej mamy E:Y’+xY=X’+a,X’+a, iparametrem lokalnym

. . _ —\2 1
jest Y4va, gdyz X=(Y+Va) Yra X1y

Zatem funkcja X ma zero podwojne w punkcie p=(0,Vas) izerem rzedu
zero we wszystkich pozostatych punktach.

Definicja
Grupe abelowa generowana przez punkty krzywej E nazywamy grupa

dywizorow krzywej E .

Div(E)= 2. my(P) gdzie m,=0 dla prawie wszystkich punktow P€E .

PeE

Dziatanie dodawania dywizorow wyglada nastgpujaco:
AFZ mp(P)AFZ mp'(P)
A1+A2:Z (mpt+m, ")(P)

Definicja
Stopief dywizora A€Div(E) tozsamosc e84 2 mp

PEE
Podgrupe dywizordw stopnia 0 nazywamy D’ (E)

Definicja
Dywizorem gtownym nazywamy (dywizor funkcji r) dywizor postaci
Divr=z ord ,r(P) gdzie r€K(E)

11
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W dalszym ciagu udowodnimy ze dywizory gltowne stanowia podgrupe
grupy Div(E)

X—x?

PokazaliSmy, ze funkcja wymierna r= ma dwa zera (liczac w

krotno$ciach) i jeden bigun rzedu 2 w nieskonczonosci na krzywej  rzutowe;j
E* .Tooznacza,ze P=(x,y,l)€E* jestreprezentantem  klasy

[X,Y,Z] ,natomiast P=(x;—y—a,x—a,) .

[zomorfizm krzywych y:E—E* indukuje odpowiedni izomorfizm ciata
frunkcji wymiernych o :K(E)—>K(E*) r—y(r):=roy .

W szczegblnosci wige izomorfizm odpowiednich pierscieni lokalnych
w:0,(E)=0,,(E') a zatem i grup dywizondw ¢ : Prin(E)—>Prin(E "
zadanych wzorem  div(y (r))=div(rew)=y(divr)= ord ,, (row)(w(P))

Odwzorowanie div K(E)*—>DIV(E) zadana wzorem

div(r)=2 orp,(r) (P) jest homorfizmem grupy gdyz

ord P( | 1,)=ord P( r)tord,(r,) . Szczegblnym  izomorfizmem  jest
sprzgzenia ktory jest inwolucja, a wigc (¢=¢) . Stad mamy, ze

div(yp (r))=div(roy)=div(7) oraz ¢(dir(r))=y(dir(r))=dir(r) t.

dir (7)=dir (r) .

Uwaga
Korzystajac z faktu,ze dowolna funkcja wielomianowa [€K[E] ma
stopien  N(f) zer (liczac z krotno$ciami), dowodzi si¢ ze f*ma biegun
rzedu max(2st.v,2stw+3) w punkcie skonczonym gdzie [ =v(x)+Yw(X) .

Whiosek
Jesli f=v(X)+Yw(x)EK[E] to stN(f)=max(2 st.v,2 stw)

Dowédd

N(f)=V'+N (Y)W +Tr(Y)w-v gdzie stTr(Y)w<l +st. w<+2st.w
st. N(T)=st(Y-Y)=st.(x’+a, X’ +a,)=3 ck.d

Poniewaz powyzsze maximum jest co najmniej réwne 2 otrzymujemy

Whiosek 1
Kazde niestale funkcje f€K(E) ma co najmniej 2 zera (liczone z

12
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krotnosciami)

Whiosek 2
Funkcja wymierna reK(E*) ma tyle zer co biegunow.

Wiemy, ze ujednorodnienie wielomianu f€K[E] moze mie¢ beigun w
punkcie nieskonczonym ale nie w punkcie skonczonym . Odwrotnie zachodzi.

Lemat
Jesli reK(E) nie ma biegunow w punktach skonczonych to 7, jest
wielomianem.

Z powyzszych uwag wynika stwierdzenie :

Funkcja wymierna nalezaca do K(E) zadajaca dywizor glowny jest
wyznaczona jednoznacznie z doktadnos$cia do statej #0 .

5.4 Grupa Picarda
Definicja
Grupa Picarda krzywej eliptycznej E nazywamy grupg ilorazowa
: Div(E . . .
Pic(E)= Pnf<(E>) (mierzymy odstgpstwo grupy dywiziondow od grupy
rin

dywizjondéw gléwnych).

Czes¢ zerowa grupy Picarda to grupa ilorazowa
pic (£)=PV(E)
Prin(E)

ktora jest izomorficzna z grupa punktow wymiernych na krzywej eliptyczne;j
EIK~Di'(E)/ Prin(E) .Zatem, kazdy punkt P nakrzywej E bedziemy
identyfikowa¢ z dywizorem (P) > (Q) stopnia 0 z dokladnoscia do
dywizorow glownych. Co wiecej A= 2. a,(P) jest dywizorem glownym,
wtedy i tylko tedy gdy

13
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Zap=0 oraz

Y a,P=0

w sensie struktury grupowej na E. Dywizor glowny nazywamy czgsto -
dywizorem funkcji i oznaczamy (f)=2, ord,f(P)

Dywizory funkcji liniowych

Niech I: ax + by + ¢ = 0 1 niech P, Q, R beda punktami przecigcia krzywej E z
prosta /, wtedy Div(l)=(P)+(Q)+(P+Q)-3(0)
Jesli =0 to I:x+c=0 wtedy dywizor Div(/*)=(P)+(P)-2(0)

Definicja
Jesli f jest funkcja na krzywej E oraz 4= a,(P) jest dywizorem to

f)=IT1rp)"

Pe4

Przyklad:

f(XJJ’):x—xR

4=(P)~(0)

f(A)Z(xP—xR) .(xQ_xR)_lzxp_XR
XQ—XR

7(P=(0)=7(P)-floy' =L L)
£(0)

Definicja
Dwa dywizjony A, A, nazywamy liniowo niezaleznymi wtedy i tylko
wtedy gdy ich warstwy modulo Prin(E) sa identyczne tzn. :
A ~A, oA —A €Prin(E)

Badanie dywizoréw sprowadza si¢ do badania dywizoréw funkcji  liniowych

tj. funkcji postaci :
I=xX+BY+y gdzie olubp#0 .

14



Wyzsza Szkota Informatyki Stosowanej i Zarzadzania Wstep do Kryptologii

Jezeli B#0 to zachodzi :

Lemat
Niech [/=Y-(mX+b) P=(x,y,1)eE*NC* wtedy ord,[* jestkrotnoScia x
jako zero wielomianu E(X,mX+b)

Dowéd

Wystarczy przedstawi¢ E(X,T) w postaci
T*-Tr(Y)T—=N(Y)=(Y-T)(Y-T) oraz wykorzysta¢ reprezentacje
E(X,mx+b)=—(X —x)(X —x)) (X —x;)=(I")(T7)

gdyz
() (") =(y=(mx+b)(Y =mx+b)=(Y =T )(Y=T) , gdzie T=mx+b

Z powyzszego lematu mozna otrzyma¢ wzory na dodanie punktow na

krzywej eliptyczne;.

Dziatania na krzywej E(K)

Niech y=ax+B bedzie sieczna przechodzaca przez punkty (x, »,),(x, ¥,)
krzywej E wtedy (ax+B)'=x’+4x,+B |

gdzie
x= el (xz'_'ﬁxl) ; BEy,—ax,=y,— J’2_y1*x2
xz—x] x2_x1

Ze wzordéw Viete’a
X, +x,+x, =o’

skad
2
Y=V
==X, —X,+
@ 0T T ey )
y;=axx;t B
Jesli x,=x, (sieczna jest styczna) to jej rownanie ma posta¢ y=oax+pB gdzie
_dy
= dx
Poniewaz:
dE =£n{r—f—5dj': 0 1‘.-'1"1_:(2 £=g
£ cy dx cE/cy
dy  8E/dy  3x 4+ 4
o = = = —

dx  éEldy 2y
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uktad (#) zachodzi z odpowiednimi warto$ciami « 1 B to mamy:

oy (3 cA)  xf+247 —8x B+ AY  xf424x7 —8x B+ A
O 2y ) 4] + 4, + B) £G)

e ——

Zatem je$li »,=0 to x;=% (styczna jest pionowa) to jest (x;¥;)=0 W
ten sposob okresliliSmy dziatanie na krzywej E(R). Te same wzory zadaja
dzialanie na krzywej nad dowolnym ciatem charakterystyki #2,3 (bo wtedy
E zadaje si¢ rownaniem Weierstrassa ). y’=f(x) )

Whiosek
(E(K), +) jest grupa abelowa. Przypuszczenie Poincare (1900 r.) mowi, ze dla
cial liczbowych K ,(E(K),+) jest skonczenie generowana grupa abelowa i
zostalo udowodnione przez Mordella w 1928 r.. Natomiast w petnej ogolnosci
(dla rozmaito$ci abelowych) przez Weila.

Mamy: E(K)=Z7Z'0E
(Mazur (1977 r.) udowodnit, ze dla K=Q, E(Q)=Z m,m=0,1..,m
Lub E(Q)=Z m [ Z 21 wyznaczyt dopuszczalne wartosci m .

16



	4. Waluacje dyskretne
	5. Krzywe eliptyczne rzutowe
		5.1 Płaszczyzna rzutowa
		5.2 Krzywe rzutowe
		5.3 Grupa dywizorów
		5.4 Grupa Picarda


