1. Podstawowe pojecia algebraiczne

Z — 7bior liczb catkowitych
Z - zbidr liczb catkowitych dodatnich (bez zera)

Z Z — zbi0r liczb catkowitych dodatnich z zerem
Q — zbidr liczb wymiernych

1.1 Grupa

Jest to pewna struktura algebraiczna (zbior z wyszczegdlnionym
dziataniem 1 elementem neutralnym)
(G,*,e) =(G,s,1)
Gdzie:
G — zbior
* - dziatanie
E — element neutralny, zazwyczaj oznaczamy przez 1

Aksjomaty, ktore spetnia Grupa:

1) tacznos¢, np. a*(b*c)=(a*b)*c

2)a*l =1*a=a

3) ViegIuee —>(@*a'=1)

4) Grupa jest abelowa (przemienna) jesli a * b="b * a dla kazdego
aib e G.

Grupa multiplikatywna nazywamy grupe G z dziataniem mnozenia ()
1 elementem neutralnym 1.

Grupa addytywna nazywamy grupe G z dzialaniem (+) 1 elementem
neutralnym 0.

Przyklady: ( )
G=(Z,+,0
G=(Z\ {0},e,1)

1.2 Pierscien

P:(P9+7 b ;071)



Klasy aksjomatow spelniane przez pierscien:

1) P z dzialaniem + 1 elementem 0 to grupa abelowa (warunki 1-4)
2) P z dzialaniem * i elementem 1 spetnia warunki 1,2 1 4

3) Rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia

Vipeer@*(b+c)=a*b+ta*c

Strukture spetniajaca te trzy klasy warunkdéw nazywana jest
Pierscieniem przemiennym z jedynka.

Neutralny element grupy multiplikatywnej nazywamy jedynka
pierscienia.
Neutralny element grupy addytywnej nazywamy zerem pierscienia.

Przyklad:
(pierscien wielomianow naz Z):
P=(Z [x],+,*,0,1)

1.3 Cialo

Jest to pierscien spetniajacy dodatkowy warunek:

Dla kazdego niezerowego elementu a z ciala K istnieje element a’
roOwniez nalezacy do K, taki, ze a * a’=1 tzn. kazdy niezerowy
element tego ciata posiada element odwrotny.

Przyklad:
K =(Q,+,%,0,1)

Def.
Pierscien P nazywamy Dziedzing Catkowitosci wtedy 1 tylko wtedy
gdy zachodzi warunek

V., ,pa*b=0=>a=0vb=0

(tzn. nie zawiera nitrywialnych dzielnikow zera).

a,be

1.4 Relacja podzielnosci ( | ) w dziedzinie calkowitosci.

a|lb=3, pa*c=b (adzielib)



Wiasnosci relacji podzielnosci:
1) zwrotnos¢ 1 przechodnios¢

2) alb=>V a*cvb*c
3yalbralc=alb*u+c*VV,  ,

4) Jesli a dzieli 1 to element a jest odwracalny
5) Jesli 0 dzieli a to ten element musi by¢ rowny 0

Def.
Elementy niezerowe a oraz b, nalezace do pierscienia P nazywamy
stowarzyszonymi wtedy 1 tylko wtedy gdy a dzieli b oraz b dzieli a.

Whiosek:
Elementy sa stowarzyszone wtedy 1 tylko wtedy gdy roznia si¢ o
element odwracalnym tzn.

1 _,a=u*b
Dowod:
albabla=13, a*cl=babxc2=a=ax*cl*c2=a
a*(c,*c,—1)=0
(¢, *c, =1)=0
Zatem c,*c,=1 z czego wynika, ze ¢, oraz ¢, sa elementami
odwracalnymi.

Stowarzyszonym z 0 jest tylko 0, natomiast z 1 wszystkie elementy
odwracalne pierscienia P.

Def.

Element a nalezacy do pierscienia P, ktory nie jest stowarzyszony ani
z 0 ani z 1 nazywamy nierozkladalnym wtedy i tylko wtedy gdy kazdy
dzielnik jest stowarzyszony z 1 lub nim samym.

Def.
Element a nalezacy do pierscienia P nazywamy pierwszym wtedy 1
tylko wtedy gdy:

Voalb¥c=al|bvalc

I element a nie jest stowarzyszony z 0 ani 1.



Whiosek:
W dowolnej dziedzinie catkowitosci P, kazdy element pierwszy jest
nierozktadalny.

Dowod:
Gdyby peP byt rozktadem to p = ab | ab skad ab |a lub ab | b1 dalej b |
1 lubal|l co jest niemozliwe.

Def.
Dziedzing catkowitosci P nazywamy Dziedzing z Jendoznacznocia
Rozktadu (DJR) wtedy i tylko wtedy gdy:
1) kazdy element rozktadalny jest iloczynem pewnej liczby
elementow pierwszych
2) przedstawienie elementu rozktadalnego w postaci iloczynu
elementow pierwszych jest jednoznaczne z doktadnoscia do
porzadku 1 stowarzyszenia.

Przyklad:

(Z,+, ol ,O)

6 =2%3 =3%2

6 = (-2)*(-3) ale -1 jest stowarzyszone z 1.

Tw.
Jesli P jest Dziedzing z Jednoznacznoscia Rozladu to P[x] tez jest
Dziedzing z jednoznacznoscia Rozktadu.

Whiosek:

Kazdy wielomian unormowany o wspoéiczynnikach catkowitych
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu unormowanych wielomianow
nierozktadalnych nad Z.

Def.

Najwigkszym Wspolnym Dzielnikiem elementow a oraz b nalezacych
do pierscienia P jest taki element d nalezacy do P ze:

1) d|and|b

2y Velanc|b=cld



Def.

Najmniejsza Wspolna Wielokrotnoscia elementow a oraz b
nalezacych do pierscienia P jest taki element m nalezacy do P ze:
1) almAab|m

2) V.alcablc=m|c

1.5 Relacja prostopadlosci ( L ) w DJR

Niech P — dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu, f,g < P.

Def.
Powiemy, ze f jest prostopadie do g (f1 g) wtedy 1 tylko wtedy gdy
NWD (f,g)=1

Wilasnosé 1:
hif*gohifahlg

Dowod:

Implikacja ,,= " jest oczywista. Dla dowodu ,,<” zat6zmy, ze
1=h’=NWD(h, f * g)

Wtedy A'|ih'| f* g . Niech p bedzie elementem pierwszym
dzielacych h’. Wtedy p | f lub p | g1 w konsekwencji p | NWD(h,f)
lub p | NWD(h,g) przeczy zalozeniu 1 tym samym konczy dowod.

Wilasnosé 2:
H|f*grh1f=h]|g

Dowod:
Niech /= p" *...% p? bedzie rozktadem h na iloczyn elementow

pierwszych. Poniewaz h 1 fwiec p;" |g,i=L...r iw
konsekwencji NWW 2" :lea ‘g

Whprost z definicji wynikaja nastgpujace wlasnosci relacji
podzielnosci 1 prostopadtosci:

- relacja podzielnosci jest relacja zwrotna, antysymetryczng i
przechodnia, oraz spetnia nastepujacy warunek:

Jesli (a,b)eR i a-k*b=0 to (a,a-k*b < R) dla dowolnego k ¢ Z*



- relacja prostopadtosci spetnia warunki dualne tzn. jest

antyzwrotna, symetryczna, nieprzechodnia oraz speinia warunek:
Jeslia<bi(ab) e Rto(a,bra) e R

Odwrotnie mozna powiedzie¢, ze powyzsze warunki
charakteryzuja relacje podzielnosci (,,|”) 1 prostopadtosci (jesli R
zawiera nietrywialng par¢ prostopadia)

2. Pierscienie Euklidesa i struktura ilorazowa
2.1 Pierscien Euklidesa

Pierscieniem Euklidesowym nazywamy dziedzine catkowitosci R,
w ktorej zadane jest dzielenie z reszta (a przez b =0) oraz norma
N:R—— N spetiajaca warunki:

1) Dla kazdego elementu acR 1 beR (b #0) istnieja elementy g, r €
R takie, ze a = bq + r, gdzie N(r) < N(b) 1 norma spelnia warunki
ponizsze:

2) N(a)=0 <a=0

3) N(ab) = N(a)N(b)

q — iloraz z dzielenia a przez b
r- reszta z dzielenia a przez b

Przyklad:
R = Z (klasyczny algorytm dzielenia z reszta)

Twierdzenie:
W pierscieniu euklidesowym R zachodzi rownowaznos¢

fLlge 3 paf +bg =1

Dowad:

1 ) = E3)

Wystarczy pokazac, ze gdyby £41 g to nie zachodzi warunek
af +bg =1

Zatem NWD(f,g)=h, gdzie h nie jest elementem odwracalnym.



Wtedy:

f=hf"1g=hg’

1 =af + bg = ahf” + bhg’ = h(af’ + bg’)

Stad h jest odwracalny a to przeczy zatozeniu.

3),,="

NWD(f,g)=1

f=qg+r, gdzie N(r) <N(g)
g=girntn

I} = ol T 13

T 1=k T Tkt
Skoro ciag jest malejacy to dojdzie do 0 1 gdzie$ si¢ skonczy
(1=0, N(ry.1)=0)

Czytajac od dotu:
Tk = T2~ Q- 1Tk-17Tk2- k-1 (Tk-3-Qie-3Tk-2) = Teo( 1 — Qo1 qie2) + T3 (-qie-1)

NWD(r;,ri+1) jest niezmiennicze
NWD(f,g) =1=...= NWD(I’k,I'k_I) = NWD(rk,qkrk) =TI = 1

Cowigcejry=ant ri=anst grno=...=a’f+ p7g
C.K.D.

Przyklad:

R =7 N(a)=|a|
f=5,g=2
da,beZ:5*a+2*xb=1
5=2%2+1

1=5%2%2=5%14+2%(-2)=1% f +(-2)*g°

Def.

Ideatem pierscienia R nazywamy grupg addytywna (R,+,0)
spelniajaca warunek:

Jesliaeltoab e Ivb e R

Lemat:



W pierscieniu euklidesowym kazdy ideat jest gtobwny tzn. jest
postaci:
[=f)={bf,be R}

Dowad:

Niech [£0 oraz g = I bedzie lementem o minimalnej normie.
Pokazemy , ze I = (g).

Niech f e . Wystarczy zauwazy¢, ze f=b*g dla pewnego b € R,
bo gdyby nie to = g*q + r Nr < Ng to by przeczyto zalozeniu
minimalno$ci normy g. C.K.D.

Def.
Idea I < R nazywamy maksymalnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy
zachodzi implikacja VJ(IcJcR=J =1lubJ =R

Def.

I <« R nazywamy gtownym wtedy 1 tylko wtedy, gdy I = (x), dla
pewnego X € R. Pierscien w ktoérym ideat jest gldwny nazywamy
pierscieniem ideatow gtownych (PIG)

Twierdzenie:
W pierscieniu euklidesowym kazdy ideat pierwszy jest
maksymalny.

Dowod:

R 1 PIG zatem I = (f) 1 f jest elementem pierwszym. Pokazemy,
ze (f) jest ideatem maksymalnym:

Niech (f) c J cRiniech g € J: J=(g) zatem f = gq dla
pewnego q € R

Poniewaz f jest pierwszy, wigc zachodzi implikacja:
flgqg=t|glubflq

flg —®=() — (@=1=®

flqg — H=(@ — (g =R

C.K.D.

2.2 Grupa Jednosci pierscienia (elementow odwracalnych
pierscienia R)



Uwaga

Zbior elementow odwracalnych pierscienia R ma strukture¢ grupy
multiplikatywnej 1 jest oznaczany R, nazywamy go grupa jednosci
pierscienia R.

2.3 Struktury ilorazowe

Def.
Odwzorowanie ¢ : R{——R; nazywamy homomorfizmem

pierscieni R, ; R, wtedy 1 tylko wtedy gdy ¢ zachowuje dziatanie tj.
p(a*b) = p(a)* p(b)
V wser, @(a+D) = p(a) + (D)

Jesli ¢ jest wzajemnie jednoznaczne to ¢ nazywamy
izomorfizmem pierscieni R; 1 R,.

Jadrem homomorfizmu ¢: R{—— R, nazywamy zbior.
kerp={a € R;: ¢(a) =0}

Whiosek:
Jadro homomorfizmu ¢: Rj——R; jest ideatem pierscienia R;.

2.4 Pierscien ilorazowy

Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Definiujemy relacjg
(rownowaznosci) ,,~" na zbiorze R x R.

a~b < a-bel

Na klasach abstrakcji [a]=[a]. mamy dobrze okreslone dziatania:

Wtedy zbior klas abstrakcji tako kreslonymi dziataniami jest
pierscieniem ilorazowym, ktory oznaczamy R/I



Twierdzenie 1 (o izomorfizmie):

Niech ¢: R|—— R, bedzie homomorfizmem pierscieni takim, ze

¢ ( Ry)=R, .Wtedy pierscien ilorazowy R,/ker¢ jest izomorficzny z
R,

Def.

Niech R{,R, — dowolne pierscienie przemienne z 1. Na produkcie

kartezjanskim R x R mozna zada¢ strukturg pierscienia w ten

sposob, ze dziatanie wykonujemy ,,po wspotrzednych”
(a,,b,)+(a,,b,) =(a, +a,,b, +b,)
(a,,b,)*(a,,b,)=(a, *a,,b, *b,)

Z elementem neutralnym (0,0) i jednoscia (1,1). Taki pierscien

oznaczac bedziemy Ry @ R,.

2.5 Twierdzenie Chinskie
(R, +,¢) — pierscien

Twierdzenie:

Jedli £ 1gto —— =2
CeSli1 Q) =
80 fug

ok
g

Dowod:
Dla dowodu rozwazymy homomorfizm pierscieni

@:R —>£ ) R
g
@(a(mod f * g) : a(mod f),a(mod g))
Pokazemy, ze ten homomorfizm jest izomorfizmem, tzn. ze jadro

kery jest trywialne (keryp = 0). Mamy:

kerp ={a(mod f *g):a(mod f)=0Aa(modg) =0} ={a(mod f *g): flang|a}=
=a(mod f*g): f*gla=0

Twierdzenie:
Jesli 1 g to (R|fg) =(R|f) @ (R]|g)

Dowod:



Dla dowodu rozwazmy homomorfizm @ :R, —— R, ® R,
@’ (a(mod fg)) = (a(mod f),a(mod g))

Poniewazh 1 fg <h 1 fih 1 g wigc homomorfizm o} jest
dobrze okreslony 1 jest izomorfizmem.

Fakt:

R — dziedzina catkowitosci
[ — element pierwszy
Wtedy R/I jest ciatem

Twierdzenie:

R — pierscien euklidesowy

P - e&ement plerwszy .
(Rp) jest podgrupa grupy (R|p")

Dowad:

Poniewaz Rlp jest ciatem wiec grupa jednosci (R|p)  jest
generowana przez pewien element a (R|p)*. Rozwazamy
homomorficzny naturalnie R——R|p i R — R|p". Na mocy

twierdzenia o izomorfizmie istnieje homomorfizm h:R|p* —— R|p
I niech h* bedzie jego obcigciem do odpowiednich grup jednosci.

Niech « bedzie przeciwobrazem a przy dziataniu h nalezacym do

R|p”.

Wtedy rzad « jest wielokrotnoscia rzedu a. Zatem rzad «=k*|(R|p)’]|
w takim przypadku element ()" generuje podgrup izomorficzna z

grupa (Rlp)*.



