Zalézmy, ze badana cecha ma rozklad normalny o wartosci sredniej p i

odchyleniu standardowym o, przy czym oba parametry p i o sa znane.

Niech X1,...,X,, oznacza probke losowa. Jezeli prébka ta pochodzi z
rozkltadu N (u, o), woéwczas

X ~ N(px ,0x) = N(u, —=). (1)

Vn

Stad z prawdopodobienstwem 1 — o $rednia X bedzie sie zawieraé¢ w
przedziale

(hx —wi-gox , px+ui-g0x) (2)

= ,u—ul_gi,,u—kul_gi : (3)
2Vn 2n

&

gdzie u1—g jest kwantylem rozkladu standardowego normalnego rzedu 1 — 3

Zatem jezeli znane sa parametry procesu i i o, wéwczas granice powyzszego
przedzialu moga by¢ uzyte jako granice karty kontrolnej do kontroli Sredniej

porcesu, tzn.

UCL = px+kox (4)
CL = px (5)
LCL = px —kox, (6)
a wiec
o
I = i
ucC p+k NG (7)
CL = u (8)
ICL = ° 9)

— k—,
M Jn
gdzie k = u1—g. W praktyce najczesciej przyjmujemy k = 3, co dopowiada
przedzialowi na poziomie ufnosci 0,9973 (lub testowi na poziomie istotnosci
0,0027).




W praktyce i i 0 sa zazwyczaj nieznane i musza by¢ wyestymowane z
procesu w okresie ustabilizowanej produkcji, aby reprezentowaly parametry
uregulowanego procesu.

Zgodnie z zaleceniami normy ISO 8258 $rednia estymujemy ze wzoru

Xi+Xo+...+X,,

X = 10
— (10)
probka pomiary srednia
1 X1 1 X12 ......... Xln 71
2 X2 1 X22 ......... in 72
m Xm 1 Xmg ......... an Ym

Wielko$¢ o+ mozna estymowac za pomoca rozstepu R (méwimy wéwczas o
karcie X — R) lub tez za pomoca odchylenia standardowego z préby S (i
wéwezas mamy do czynienia z karta X — S).
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Jezeli dysponujemy m prébkami n—elementowymi, pochodzacymi z
obserwowanego procesu, wowczas rozstep dla procesu estymujemy za
pomoca tzw. ”éredniego rozstepu” (ang. mean of ranges) R, gdzie

Ri+Ry+ ...+ R,

R= 11
— (1)
probka pomiary max min rozstep
1 X11 Xlg ......... Xln Xl,max Xl,min Rl
2 X21 X22 ......... Xgn X2,max X2,min R2
m Xml Xmg ......... an Xm,max Xm,min Rm




Mozna wykazaé, ze o0 = %, gdzie do jest pewna stala (zalezna od wielkosci

prébki n). W rezultacie otrzymujemy nastepujaca karte do kontroli $redniej

UCL =

CL =
LCL =

Po wprowadzeniu oznaczenia

Ay =

3

otrzymujemy ostateczna posta¢ karty X

UCL
CL
LCL

7+d2\/ﬁﬁ (12)

X (13)

— 3 —

X-o7F (14)

3
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= X+ AR (16)
= X (17)
= X - AR (18)

Wartos¢ srednia procesu nalezy kontrolowa¢ rownolegle z rozstepem. W tym

wypadku chcemy skonstruowac karte postaci

UCL
CL
LCL

Poniewaz R jest estymatorem g,

= up+ kogp (19)
MR (20)
= UR — /{OR. (21)

natomiast dg,%, gdzie d3 jest pewna stala

(zalezna od wielkosci prébki n), jest estymatorem op, zatem otrzymujemy

nastepujaca karte do kontroli rozstepu

ds— ds\ —
UCL = R+ﬁR:<1+ﬁ>R (22)

CL = R

(23)

oL — E_?’_d?’ﬁz(l_?’_@)ﬁ (24)




Po wprowadzeniu oznaczen

D3 = 1—3d—ci3ﬁ
b = 1+
otrzymujemy ostateczna karte R
UCL = D4R
CL = R
LCL = DsR.

Wspodlczynniki D3 i D4 dla réznych licznosci probek n sa stablicowane.

(25)

(26)

(27)
(28)
(29)

W przypadku gdy licznos¢ probek nie jest mata, tzn. dla n > 10,

rozproszenie procesu nalezy estymowac za pomoca odchylenia standarowego

z proby. Prowadzi to do kart X — S.

Odchylenie standardowe estymujemy za pomoca $redniego odchylenia

standardowego
— :
probka pomiary srednia | odchyl. std.
1 X11 X12 ......... Xln 71 Sl
2 Xop | Xog | ceviinnn. Xon | Xo Ss
m X1 | Xona | oot X | X S

(30)




Po odpowiednich obliczeniach otrzymujemy nastepujaca karte do kontroli

wartosci $redniej

UCL X + A58 (31)
CL X (32)
LCL X — A3S (33)
oraz karte do kontroli odchylenia standardowego
UCL = B,S (34)
CL = S (35)
LCL = BsS, (36)
gdzie wspétezynniki Az, Bs i By (dla réznych licznosci prébek n) sa
stablicowane.
9
Karty X — R Karty X — S
UCL =X + AsR UCL = X + A3S
Karta X CL=X Karta X CL=X
LCL =X — A;R LCL = X — AsS
UCL = D4R UCL = B4S
Karta R CL=R Karta S CL=S
LCL = DsR LCL = B3S
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KARTY DLA PROBEK O ROZNEJ LICZNOSCI I

Karty X — S stosowa¢ réwniez wtedy, gdy prébki réznia sie licznoscia.

probka pomiary srednia | odchyl. std.
1 X11 X12 ......... X1n1 71 Sl
2 X21 X22 ......... X2n2 72 SQ
m Xml Xm2 ......... anm Ym Sm
11

Korzysta sie wtedy z przedstawionych powyzej wzorow na granice kontrolne
i linie centralne, tyle ze wielkoéci X i S wylicza sie z nastepujacych wzoréw

?:n1X1+n2X2+...—|—nme’ (37)
ny+no+ ...+ Ny,

- —1)82 4+ ...+ (n, — 1)52

s—\/(nl e L (39)
Ny —+...+MNy, —m

gdzie n; oznacza licznos¢ i—tej probki.
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UWAGA
W tym przypadku wspélczynniki Az, B3 i By wyznacza sie z tablic

oddzielnie dla kazdej prébki, w zwiazku z czym granice kontrolne moga by¢
liniami nieciaglymi.
Alternatywnie, mozna postuzy¢ sie usredniona licznoscia 7, gdzie

nyt+ne+...+ny
- .

n =

(39)

Podejscie to daje dobre wyniki szczegdlnie wtedy, gdy licznosci
poszczegblnych prébek nie réznia sie zbytnio. Poniewaz Srednia z licznosci
prébek nie musi byé liczba catkowita, przeto zamiast stosowaé wzoér (39),

postugujemy sie czesto moda z licznosci, tzn.

= Mod(ni,ns,...,Npy). (40)
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KARTY KONTROLNE POJEDYNCZYCH POMIAROW

Do kontroli pojedynczych pomiaréw mozna uzy¢ karty wykorzystujace
przesuwajace sie (ruchome) rozstepy (ang. moving ranges), zdefiniowane

jako bezwzgledne wartosci réznic pomiedzy kolejnymi pomiarami, tzn.

MR, =|X; — X;—1|, i=2,3,.... (41)
Nr pomiaru | Pomiar Ruchomy rozstep

1 X1

2 Xy | MRy =|X2 — X1

MR3 =|X35 — X3

m Xp | MRy = | X — Xy

14




Sredni ruchomy rozstep wynosi

_ MRy + MRy + ...+ MR,
- .

MR (42)
W tym przypadku karta do kontroli pojedynczych pomiaréw ma postac

ULC = X+3—— (43)

da
CL = X (44)

— M
LCL = X - 3—R, (45)

do

natomiast karta przesuwajacego sie rozstepu ma postac

UCL = DyMR=3,26TMR (46)
CL = MR (47)
LCL = DsMR=0, (48)

bo dlan =2 mamy D3 =01 Dy = 3,267.
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KARTA P I

Karta p — karta frakcji jednostek niezgodnych
(ang. control chart for fraction nonconforming)

Gdyby znana byla dopuszczalna frakcja jednostek niezgodnych p
kontrolowanego procesu, woéwczas odpowiednia karta kontrolna wygladataby

nastepujaco:

UCL = p+3 Bgéﬁﬁ (49)
CL = p (50)
oL = posy /2= (51)
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W przypadku, gdy wielkos¢ frakcji p nie jest znana, estymujemy ja na
podstawie obserwacji 20 — 30 prébek o tej samej licznosci n. Niech m
oznacza liczbe probek, natomiast D; liczbe jednostek niezgodnych w i—tej
prébece. Wowcezas frakcja jednostek niezgodnych w i—tej probce wynosi

D
Nr prébki | Liczba jedn. niezg. | Frakcja jedn. niezg.
1 D, p1
2 D, p2
m Dy, Pm

Frakcje jednostek niezgodnych procesu szacujemy ze wzoru

pr+D2+ ...+ DPm

D= 53
P - (53)
17
Karta kontrolna frakcji jednostek niezgodnych jest postaci

——

ver = p43 /2D (54)
n

CL =D (55)

——
LCL = 73 p(nZﬂ (56)

UWAGA

Moze sie zdarzy¢, ze wyliczona z powyzszego wzoru dolna granica kontronla
jest ujemna. Wtedy nalezy przyjac

LCL = 0. (57)

18




Karte p mozna stosowac réwniez w przypadku, gdy pobierane probki sa

réznej licznosci. Niech n; oznacza licznosé i—tej probki.

Nr probki | Licznosé prébki | Liczba jedn. niezg.
1 ni D1
2 N9 D5
m nm D’ITL

Woéwecezas frakcje jednostek niezgodnych kontrolowanego procesu szacuje sie

ze Wzoru
Dy+Dy+...+ D,
5= 1+ D2 +... .+ . (58)
ny+n9+...+nm,
19
Karta p ma wtedy nastepujaca postac
=1—7
UCL = 5432 — D) (59)
CL = p (60)
=15
ICL = p-3 p(nlp> (61)

UWAGA

W przypadku prébek o niejednakowej licznosci granice kontrolne karty p nie

sa liniami ciagtymi.
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KARTA NP I

Czasem zamiast karty p stosuje sie karte np, czyli karte liczby jednostek
niezgodnych (control chart for the number nonconforming), postaci

UCL = np+3ynp(l—p) (62)
CL = np (63)

LCL = np—3y/np(l—p). (64)

Gdy frakcja jednostek niezgodnych procesu nie jest znana szacuje sie ja za
pomoca P, a karta np wyglada wéwczas nastepujaco:

UCL = np+3y/np(l—D) (65)

CL = np (66)

LCL = np-3y/np(1—Dp). (67)
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‘ KARTA C I

Karta ¢ — karta liczby niezgodno$ci (ang. control chart for nonconformities)

Zalézmy, ze zliczamy niezgodno$ci z wymaganiami nie majac jednak do
czynienia z probkami o zadanej licznosci. Czesto liczba niezgodnosci,
zaobserwowanych w ustalonym czasie, ma rozkilad Poissona

Ck:

P(X =k)= ye_c, k=0,1,2,... (68)
gdzie ¢ > 0 jest wartoscia oczekiwana liczby niezgodnosci. Poniewaz w
rozkladzie Poissona warto$¢ oczekiwana i wariancja sa sobie rowne, zatem

karta liczby niezgodnosci bedzie miata postac

UCL = c+3e (69)
CL = c¢ (70)
LCL = c—3e (71)
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Jezeli oczekiwana liczba niezgodnosci ¢ nie jest znana, wéwczas szacuje sie ja
na podstawie obserwacji 20 — 30 prébek. Niech ¢; oznacza liczbe
niezgodnosci w 1—tej probce.

Nr probki | Liczba niezgodnos$ci
1 C1
2 C2
m Cm

Woéwecezas Srednia liczba niezgodnosci wynosi

E:cl+02+...+cm. (72)
m

23

W tym przypadku karta ¢ ma nastepujaca postac

UCL = ¢+3Ve (73)
CL = ¢ (74)
LCL = ©-3Ve (75)

UWAGA

Moze sie zdarzy¢, ze wyliczona z powyzszego wzoru dolna granica kontronla

jest ujemna. Wtedy nalezy przyjac

LCL =0. (76)
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UWAGA

Innym problemem, w ktérym liczba obserwowanych niezgodnosci moze nie
by¢ ograniczona z gory, jest problem liczby niezgodnosci w prébce o

ustalonej licznosci, w ktérym dopuszcza sie, ze kazda jednostka moze mieé
wiele réznych niezgodnosci. W tym przypadku réwniez stosuje sie karte c,

jednakze pod warunkiem, ze badane prébki sa réwnoliczne.
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‘ KARTA U I

Karta u — karta liczby niezgodno$ci na jednostke (ang. control chart for

nonconformities per unit)

Zaldézmy, ze rozpatrujemy probki zawierajace po n jednostek. Niech u;
oznacza liczbe niezgodnosci na jednostke obliczona dla i—tej prébki

&
u; = —. 7
=2 (77)
Nr probki | Liczba niezgodnosci | Liczba niezg. na jednostke
1 C1 Ui
2 C2 Uz
m Cm um
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Wtedy u oznacza Srednia liczbe niezgodno$ci na jednostke oszacowana na

podstawie m probek pilotazowych, tzn.

ﬂ:u1+u2+---+um7 (78)
m

a karta u wyglada nastepujaco

UCL = a+3\/g (79)

CL = u (80)

LCL = a—3\/§ (81)
n

27

UWAGA
Karte u mozna rowniez stosowa¢ w przypadku probek o réznej licznosci.

Niech n; oznacza licznos¢ i—tej probki. Wtedy liczba niezgodnosci na
jednostke wyraza sie wzorem
U; = &, (82)
T
a $rednia liczba niezgodno$ci na jednostke szacowana jest ze wzoru

Uy +ug + ...+ U

u= : (83)
ny+ng+...+ny
Nr prébki | Licznosé prébki | Liczba niezg. | Liczba niezg. na jednostke
1 nq C1 (5}
2 no C2 U2
m N Cm U,
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W tym przypadku karta u wyglada nastepujaco:

UCL = u+3 nﬂ (84)

CL - u (85)

LCL = T—3,/—. (86)
n;

UWAGA

W przypadku probek o niejednakowej licznosci granice kontrolne karty u nie

sa liniami ciaglymi.
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