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Pra wdop o dobie«st w o

P(A) = K=N

P(A) - prawdopodobieństwo zdarzenia A

K - liczba zdarzeń elementarnych sprzyjaj �acych
zdarzeniu A

N - liczba wszystkich mo�zliwych zdarzeń
elementarnych
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Pra wdop o dobie«st w o w a runk o w e

P(CjO) =
P(C \ O)

P(O)
- prawdopodobieństwo warunkowe, �ze pacjent

jest chory na chorob�e C, jeśli ma objawy O

P(OjC) =
P(O \ C)

P(C)
- prawdopodobieństwo warunkowe, �ze pacjent

ma objawy O, jeśli jest chory na chorob�e C

P(C \ O) - prawdopodobieństwo, �ze pacjent jest
chory na chorob�e C i ma objawy O

P(C) - prawdopodobieństwo, �ze pacjent jest chory
na chorob�e C

P(O) - prawdopodobieństwo wyst �epowania objawów

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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W zó r Ba y esa

P(CjO) =
P(C \ O)

P(O)

P(OjC) =
P(O \ C)

P(C)

P(CjO) =
P(OjC) � P(C)

P(O)
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T ab ela p ra wdop o dobie«st w w a runk o wych

Tabela opisuj �aca prawdopodobie ństwa warunkowe
wyst �epowania chorób , gdy zaobserwowano odpowiedni

objaw

grypa C1 przezi �ebienie
C2

zapalenie
p�uc C3

alergia C4

ból g�owy
O1

P(C1jO1) P(C2jO1) P(C3jO1) P(C4jO1)

kaszel O2 P(C1jO2) P(C2jO2) P(C3jO2) P(C4jO2)

katar O3 P(C1jO3) P(C2jO3) P(C3jO3) P(C4jO3)

podwy�zszona
temperatu-
ra O4

P(C1jO4) P(C2jO4) P(C3jO4) P(C4jO4)

nX

i =1

P(Oi ) = 1
mX

j =1

P(Cj jOi ) = 1 P(Cj ) =
nX

i =1

P(Oi )� P(Cj jOi )
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Uogólniony wzó r Ba y esa

Formu�a Bayesa ma równie�z postać ogóln �a dla
wielu chorób i wielu objawów danej choroby.

P(Cj jOi 1\ : : :\ Oik ) =
P(Cj ) � P(Oi 1jCj ) � : : : � P(Oik jCj )
nX

l=1

P(Cl ) � P(Oi 1jCl ) � : : : � P(Oik jCl )

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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P o ró wnanie


 - przestrzeń zdarzeń elementar-
nych (niepodzielnych i roz� �acznych
wyników obserwacji); A 2 2
 )
A0 2 2
 - komplementatywność;
A; B 2 2
 ) A [ B 2 2
 - addy-
tywność

F - zbiór formu� elementarnych, ta-
kich, �ze a 2 F , b =2 F � f 0; ag
czyli b^ : a = 0

(2
 ; [ ; \ ;0; 
 ; � ) (F; _ ; ^ ; : ; 1; 0)

P(� ) = 0 P(
) = 1 P(0) = 0 P(1) = 1

A \ A0 = � A [ A0 = 
 a ^ : a = 0 a _ : a = 1

8A; B 2 2
 A \ B = � 8a; b2 F a ^ b = 0

P(A [ B ) = P(A) + P(B ) P(a _ b) = P(a) + P(b)

8A 2 2
 P(A) + P(A0) = 1 8a 2 F P (a) + P(: a) = 1

A � B P (A) � P(B ) (a ) b) = 1 P(a) � P(b)

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Mo del Ba y esa

Regu�a w modelu Bayesa

P(hje) =
P(ejh)P(h)

P(e)

jest odpowiednikiem zwyk�ej

e ) h
e h

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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T wierdzenie Ba y esa

9 H = f h1; : : : ; hn g, gdzie

8i 6= j h i ^ hj = 0
n[

i =1

hi = 1; P(hi ) > 0; i = 1 ; : : : ; n

9 f e1; : : : ; em g, gdzie

P(e1; : : : ; em jhi ) =
mY

j =1

P(ej jhi ); i = 1 ; : : : ; n ,

, 8 ej ; hi ej niezale�zny warunkowo od hi

P(hi je1; : : : ; em ) = P(e1; : : : ; em jhi )P(hi )
nX

k=1

P(e1; : : : ; em jhk )P(hk)

P(hi je1; : : : ; em ) =

mY

j =1

P(ej jhi )

nX

k=1

mY

j =1

P(ej jhk)P(hk)

P(hi )
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Sieci (grafy) wniosk o w ania

h

e7

e5 e6

e1 e2 e3e4

r8

r
7

r 6

r
5

r 1

r
2 r 4

r
3
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Mo dy�k acje w PROSPECTORZE (1976)

Dodatkowe za�o�zenie:

P(e1; : : : ; em j: hi ) =
mY

j =1

P(ej j: hi ); i = 1; : : : ; n

Regu�a Bayesa ma postać P(: hje) =
P(ej: h)P(: h)

P(e)
lub

P(hje)
P(: hje)

=
P(ejh)

P(ej: h)
P(h)

P(: h)

O(h) =
P(h)

P(: h)
- szansa a priori

O(hje) =
P(hje)

P(: hje)
- szansa a posteriori

Wspó�czynnik wiarygodności

� =
P(ejh)

P(ej: h)
) O(hje) = �O (h)

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Mo dy�k acje w PROSPECTORZE

W ogólnym przypadku:

O(hi je1; : : : ; em ) = O(hi )
mY

k=1

� k i ,

gdzie � k i =
P(ek jhi )

P(ek j: hi )

� =
P(: ejh)

P(: ej: h)
) O(hj: e) = �O (h)

Wspó�czynnki � i � s �a określane a priori. � określa dostatecz-
ność obserwacji e (szczególnie dla � � 1), a � określa ko-
nieczność e (szczególnie dla 0 � � � 1).

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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W ady p o dej±cia ba y eso wskiego

� Za�o�zenia z regu�y nie spe�nione.

� Niewiedza ukryta jest zwykle w
prawdopodobieństwach a priori.

� Przydzielanie prawdopodobieństw jedynie
zdarzeniom elementarnym, a nie dowolnym ich
alternatywom.

� Informacja kon�iktowa nie jest wykrywana, ale
przechodzi przez sieć wnioskowania.

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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W sp óª czynniki niep ewno±ci w systemie MYCIN (1973)

CF(h; e) = MB (h; e) � MD (h; e),

gdzie CF jest wspó�czynnikiem niepewności, MB (h; e) jest
miar �a wiarygodności i reprezentuje stopień wzmocnienia hi-
potezy h przez obserwacj �e e, MD (h; e) jest miar �a niewiary-
godności i reprezentuje stopień os�abienia hipotezy h przez
e.

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi


Opracowa� P. W �asiewicz, 12 listopada 2007 ISO - p. 16/35

Interp retacja p robabilist yczna (1988)

CF (h; e) =

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

1; P(h) = 1 ;

MB (h; e); P(hje) > P (h);

0; P(hje) = P(h);

� MD (h; e); P(hje) < P (h);

� 1; P(h) = 0 ;

MB (h; e) =

8
<

:

P (h je) � P (h)
1� P (h) ; P(hje) > P (h);

0; w przeciwnym przypadku,

MD (h; e) =

8
<

:

P (h) � P (h je)
P (h) ; P(hje) < P (h);

0; w przeciwnym przypadku,

gdzie P(h) jest prawdopodobieństwem a priori hipotezy h, P(hje) - a po-
steriori

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Interp retacja p rzyrosto w a p ra wdop o dobie«st w a

P(hje) =

(
P(h) + CF(h; e)[1 � P(h)]; CF(h; e) > 0;

P(h) � j CF (h; e)jP(h); CF(h; e) < 0;

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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F unk cje p oª ¡czenia info rmacji

CF (h; e1 ; e2) =

=

8
>>>><

>>>>:

CF (h; e1) + CF (h; e2) � CF (h; e1)CF (h; e2);
CF (h; e1) � 0;
CF (h; e2) � 0;

CF (h; e1) + CF (h; e2)
1 � min (jCF (h; e1)j; jCF (h; e2)j) ; CF (h; e1)CF (h; e2) < 0;

CF (h; e1) + CF (h; e2) + CF (h; e1)CF (h; e2);
CF (h; e1) < 0;
CF (h; e2) < 0;

CF (h; e1) =

8
<

:
CF (e2 ; e1)CF (h; e2); CF (e2 ; e1) � 0;

� CF (e2 ; e1)CF (h; : e2); CF (e2 ; e1) < 0;

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Reduk o w anie drzew a reguª z CF

he4

0; 6
e2

0; 5
e1

0; 9

e3
� 0; 2 e5

0; 5

) he4

0; 6
e1

0; 45

e3
� 0; 2

e5

0; 5

+

he1 e3 e5

0; 5938
( he1 e3

0; 1875

e5

0; 5

( he4

0; 6
e1 e3

0; 3125

e5

0; 5
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Mo dy�k acje wsp óª czynnik a CF

CF(h; e) = MB (h; e) � MD (h; e)
1 � min [MB (h; e); MD (h; e)] (1984)

Aksjomaty Heckermana (1988) s �a spe�nione np. przez funk-
cj �e: CF (h; e) = F (� ), gdzie F jest monotonicznie rosn �ac �a
funkcj �a, spe�niaj �ac �a: F ( 1

x ) = � F (x) oraz lim
x!1

F (x) = 1

Sam Heckerman zaproponowa� funkcj �e:

F (x) =
x � 1
x + 1

CF(h; e) =
� � 1
� + 1

=

P(hje) � P(h)
P(h)(1 � P(hje)) + P(hje)(1 � P(h))

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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F unk cje Heck ermana ª ¡cz¡ce info rmacj¦

CF(h; e1; e2) = CF(h; e1) + CF(h; e2)
1 + CF(h; e1)CF (h; e2)

,

CF (h; e1) =
=

� 2CF(h; e2)CF (h; : e2)CF (e2; e1)
[CF (h; e2) � CF (h; : e2)] � CF (e2; e1)[CF (h; e2) + CF(h; : e2)]

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Aksjomat y Prade (1988)

Przy braku pe�nej specy�kacji modelu probabilistycznego niektóre metody
wykraczaj �a poza ten model opieraj �ac si �e na tzw. miarach monotonicznych
, tzn. funkcjach przekszta�caj �acych F w odcinek [0; 1] i spe�niaj �acych ak-
sjomaty Prade , które określaj �a du �z �a rodzin �e funkcji, w tym miar �e prawdo-
podobieństwa:

g((0)) = 0 ,
g((1)) = 1 ,

(a ) b) = (1) ) g(a) � g(b),

Bezpośrednio z nich wynika, �ze

g(a _ b) � max(g(a); g(b)) ,
g(a ^ b) � min (g(a); g(b)) .

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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T eo ria Dempstera-Shafera

Istnieje zbiór elementów ogniskowych (ang. focal elements) T � F re-
prezentuj �acych formu�y, o których posiadamy jakieś informacje. Elementy
z T nie musz �a być zdaniami elementarnymi oraz wzajemnie si �e wyklu-
czaj �acymi. Dost �epne informacje o T s �a zapisywane w postaci rozk�adu
bazowego prawdopodobieństwa (ang. basic probability assignment ), który
prezentuje cz�eściowe przekonania:

m(0) = 0 ,
P

a2 T m(a) = 1 ,

dla wszystkich pozosta�ych a 2 F m(a) = 0 , a ignorancja to m(1) np.
m(1) = 1 oznacza wiem, �ze nic nie wiem . Przy braku dodatkowej informa-
cji o formule nie wymaga si �e rozk�adu stopni pewności na jej elementarne
formu�y.

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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T eo ria Dempstera-Shafera

Funkcja przekonania:

Bel(a) =
X

(b) a)= 1

m(b)

Funkcja dualna:

P l(a) =
X

(b): a)= 0

m(b)

Miary Bel i P l s �a nazywane przekonaniem i wyobra�zalności �a (ang. belief,
plausibility ).

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Przykª ad z fo rmuª ami

F = f a; b; c; a_ b; a _ c; b_
c; a _ b_ cg

T = F � f a _ cg
P

m = 1

a ) a _ b = 1

a 2 f a _ bg

a ) : a = 0

m(a) = 0 ; 2

m(b) = 0 ; 1

m(c) = 0 ; 1

m(a_ b) = 0 ; 2

m(b_ c) = 0 ; 3

m(a _ b_ c) =
0; 1

Bel(a) = 0 ; 2

Bel(b) = 0 ; 1

Bel(c) = 0 ; 1

Bel(a _ b) = 0 ; 5

Bel(b_ c) = 0 ; 5

Bel(a _ b_ c) = 1

Bel(a _ b) = m(a) + m(b) + m(a _ b) = 0 ; 2 + 0 ; 1 + 0 ; 2 = 0 ; 5

Bel(b_ c) = m(b) + m(c) + m(b_ c) = 0 ; 1 + 0 ; 1 + 0 ; 3 = 0 ; 5

Bel(a _ c) = m(a) + m(c) = 0 ; 2 + 0 ; 1 = 0 ; 3 - nie ma informacji, ale jest Bel

Pl(a) = 1 � Bel(b; c; b _ c) = m (b) + m (a _ b) + m (a _ b _ c) = 0 ; 2 + 0 ; 2 + 0 ; 1 = 0 ; 5

Pl(b) = m (b) + m (a _ b) + m (b _ c) + m (a _ b _ c) = 0 ; 1 + 0 ; 2 + 0 ; 3 + 0 ; 1 = 0 ; 7

Pl(c) = m (c) + m (b _ c) + m (a _ b _ c) = 0 ; 5

Pl(a _ b) = m (a) + m (b) + m (a _ b) + m (b _ c) + m (a _ b _ c) = 0 ; 9

Pl(a _ c) = m (a) + m (c) + m (a _ b) + m (b _ c) + m (a _ b _ c) = 0 ; 9

Pl(a _ b _ c) = m (a) + m (b) + m (c) + m (a _ b) + m (b _ c) + m (a _ b _ c) = 1

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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T eo ria Dempstera-Shafera

8a; b2 F :
P l(a) = 1 � Bel(: a),
Bel(a) + Bel(: a) � 1,
P l(a) + P l(: a) � 1,
Bel(a) � P l(a),
Bel(a_ b) � Bel(a) + Bel(b) � Bel(a^ b),
P l(a ^ b) � P l(a) + P l(b) � P l(a _ b).

Pewność danej formu�y a 2 F mo�ze być zatem reprezentowana przez od-
cinek:

[Bel(a); P l(a)]

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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P o dej±cie teo riomnogo±cio w e

m(� ) = 0 ,X

A� 


m(A) = 1 ,

Bel(A) =
X

B � A

m(B),

P l(A) =
X

B \ A6= �

m(B),

8C 6= 0 m(C) =

X

A\ B = C

m1(A)m2(B )

X

A\ B 6= �

m1(A)m2(B )
.

Con(m1; m2) = log
1

X

A\ B 6= �

m1(A)m2(B )
.

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Przykª ad z teo rii zbio ró w 1/2


 = f x1 ; x2 ; x3 ; x4 ; x5g

m(f x1 ; x2 ; x3g) = 0 ; 5

m(f x1 ; x2g) = 0 ; 25

m(f x2 ; x4g) = 0 ; 25

dla pozosta�ych A 2 
 m(A) = 0

Bel(f x1 ; x2g) = 0 ; 25

Bel(f x1 ; x2 ; x3g) = 0 ; 75

Bel(f x1 ; x2 ; x3 ; x4g) = 1

Bel(f x1 ; x2 ; x3 ; x4 ; x5g) = 1

Bel(f x1 ; x2 ; x3 ; x5g) = 0 ; 75

Bel(f x1 ; x2 ; x4g) = 0 ; 5

Bel(f x1 ; x2 ; x4 ; x5g) = 0 ; 5

Bel(f x1 ; x2 ; x5g) = 0 ; 25

Bel(f x2 ; x3 ; x4g) = 0 ; 25

Bel(f x2 ; x3 ; x4 ; x5g) = 0 ; 25

Bel(f x2 ; x4g) = 0 ; 25

Bel(f x1 ; x4 ; x5g) = 0 ; 25

Bel(f x1 ; x2g) = m(f x1 ; x2g) = 0 ; 25

Bel(f x1 ; x2 ; x3g) = m(f x1 ; x2g) + m(f x1 ; x2 ; x3g) = 0 ; 25 + 0; 5 = 0 ; 75

Bel(f x1 ; x2 ; x3 ; x4g) = m(f x1 ; x2g) + m(f x1 ; x2 ; x3g) + m(f x2 ; x4g) = 1

Bel(f x1 ; x2 ; x4g) = m(f x1 ; x2g) + m(f x2 ; x4g) = 0 ; 25 + 0; 25 = 0; 5

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Przykª ad z teo rii zbio ró w 2/2

Pl(f x1g) = 1 � Bel(f x2 ; x3 ; x4 ; x5g) = 1 � 0; 25 = 0; 75

Pl(f x1 ; x3g) = 1 � Bel(f x2 ; x4 ; x5g) = 1 � 0; 25 = 0; 75

Pl(f x1 ; x3 ; x5g) = 1 � Bel(f x2 ; x4g) = 1 � 0; 25 = 0; 75

Pl(f x1 ; x5g) = 1 � Bel(f x2 ; x3 ; x4g) = 1 � 0; 25 = 0; 75

Pl(f x3g) = 1 � Bel(f x1 ; x2 ; x4 ; x5g) = 1 � 0; 5 = 0 ; 5

Pl(f x3 ; x4g) = 1 � Bel(f x1 ; x2 ; x5g) = 1 � 0; 25 = 0; 75

Pl(f x3 ; x4 ; x5g) = 1 � Bel(f x1 ; x2g) = 1 � 0; 25 = 0; 75

Pl(f x3 ; x5g) = 1 � Bel(f x1 ; x2 ; x4g) = 1 � 0; 5 = 0 ; 5

Pl(f x4g) = 1 � Bel(f x1 ; x2 ; x3 ; x5g) = 1 � 0; 75 = 0; 25

Pl(f x4 ; x5g) = 1 � Bel(f x1 ; x2 ; x3g) = 1 � 0; 75 = 0; 25

Pl(f x5g) = 1 � Bel(f x1 ; x2 ; x3 ; x4g) = 1 � 1 = 0

Pl(f x1 ; x2g) = 1 � Bel(f x3 ; x4 ; x5g) = 1 � 0 = 1

Pl(A) = 1 dla pozosta�ych

Rdzeń (ang. core) to 
 � f x5g

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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P oª ¡czenie dw ó ch rozkª adó w

8a 2 F; a 6= 0 m(a) =

X

b̂ c= a

m1(b)m2(c)

X

b̂ c6= 0

m1(b)m2(c)

http://staff.elka.pw.edu.pl/~pwasiewi
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Przykª ad nr 1A

F = f a; b; cg

m1(a) = 0 m2(a) = 0 ; 9 m(a) = 0

m1(b) = 0 ; 1 m2(b) = 0 ; 1 m(b) = 1

m1(c) = 0 ; 9 m2(c) = 0 m(c) = 0
Con(m1; m2) = log(100)
Przyk�ad bardziej zrównowa�zonego rozk�adu

m1(a) = m2(a) = 0 ; 3 m(a) � 0:26

m1(b) = m2(b) = 0 ; 3 m(b) � 0:26

m1(c) = m2(c) = 0 ; 4 m(c) � 0:47
Con(m1; m2) = log(3)
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Przykª ad nr 1B

F = f a; b; c; eg

m1(a; e) = 0 m2(a; e) = 0 ; 9 m(a) = 0 ; 01

m1(b; e) = 0 ; 1 m2(b; e) = 0 ; 1 m(b) = 0

m1(c; e) = 0 ; 9 m2(c; e) = 0 m(c) = 0

m(e) = 0 :99
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T eo ria Dempstera-Shafera

� �aczenie opisów niepewno ści o niezale�znych od siebie
obserwacjach

8C 6= � m (C) =

X

A \ B = C

m1(A)m2(B )

X

A \ B 6= �

m1(A)m2(B )
=

X

A \ B = C

m1(A)m2(B )

1 �
X

A \ B = �

m1(A)m2(B )
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T eo ria Dempstera-Shafera: sumo w anie o rtogonalne

f x2g
3
8

f x2g
3

32

f x2g
3

16

f x2g
3

32

f x1; x2; x4g
3
8

f x1; x2g
3

32

f x1; x2g
3

16

f x2; x4g
3

32

f x1; x2; x3g
1
4

f x1; x2g
1

16

f x1; x2; x3g
1
8

f x2g
1

16

0 f x1; x2g
1
4

f x1; x2; x3g
1
2

f x2; x4g
1
4

m(f x1; x2g) = ( m1 � m2)( f x1; x2g) =
3
32

+
3
16

+
1
16

=
11
32

(m1 � m2)( f x1; x2; x3g) =
1
8

(m1 � m2)( f x2g) =
3
32

+
3
16

+
3
32

+
1
16

=
7
16

(m1 � m2)( f x2; x4g) =
3
32
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Sumo w anie o rtogonalne z zero wymi wynik ami

f x4; x5g
3
8

�
3

32

�
3

16

f x4g
3

32

f x1; x3g
3
8

f x1g
3

32

f x1; x3g
3

16

�
3

32

f x1; x2g
1
4

f x1; x2g
1

16

f x1; x2g
1
8

f x2g
1

16

0 f x1; x2g
1
4

f x1; x2; x3g
1
2

f x2; x4g
1
4

X

A \ B = �

m1(A)m2(B ) =
3
32

+
3
16

+
3
32

=
3
8

;

(m1 � m2 )( f x1 ; x2g) =
1

16 + 1
8

1 � 3
8

=
3

16
10
16

= 0 :3;

(m1 � m2)( f x1g) =
3

32
5
8

= 0 :15; (m1 � m2)( f x1 ; x3g) =
3

16
5
8

= 0 :3;

m(f x2g) =
1

16
5
8

= 0 :1; m(f x4g) =
3

32
5
8

= 0 :15;
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