WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

TYPY GRAFOW c.d.

Graf nazywamy dwudzielnym, jesli zbior jego wierzchotkow mozna
podzieli¢ na dwa roztaczne podzbiory, tak ze zadne dwa wierzchotki
nalezace do tego samego podzbioru nie sa sasiednie.
G=(NuvI,E)
Vil =r, Vsl =s, minv,=9

Graf G=(V,u V,, E) nazywamy pelnym grafem dwudzielnym,
jesli jest dwudzielny 1 zawiera wszystkie krawedzie taczace

wierzcholtki ze zbioru V; z wierzchotkami ze zbioru V5.
Oznaczenie pelnego grafu dwudzielnego — K ,. ¢

Przyktady petnych grafow dwudzielnych

VAN

K 3 Ky s

Graf jest planarny (ptaski), jesli mozna go narysowac na plaszczyznie

bez przecigc krawedzi.
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Twierdzenie (Kuratowski)

Graf jest planarny wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu,
ktory mozna otrzymac z grafow Ks lub Kj ; przez podziat krawedzi

wierzchotkami o stopniu 2.

Grafy, ktore mozna otrzymac z danego grafu przez podziat krawedzi,
polegajacy na wstawieniu dodatkowych wierzchotkow stopnia 2,
nazywamy grafami homeomorficznymi (z j¢z. tac. ,,podobnego

ksztattu’) z tym grafem.

Przykiady grafow homeomorficznych z K 5 i K 5 3

Kazimierz Kuratowski (1896 — 1980)
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Przyktad zastosowania twierdzenia Kuratowskiego

Tzw. graf Petersena:

— graf Petersena nie jest planarny

DROGI i CYKLE w grafach

Dla grafu (nieskierowanego) G=(V,FE)
droga z wierzcholka vy € V' do v, € V' nazywamy ciag
(naprzemienny) wierzchotkow 1 krawedzi grafu:

(Vs €15 V1y €2y voey Vi1, €45 V; ),

spetniajacy warunek ei=1{ Vi, V} dlai=1,..,¢

Przykiad drogi w grafie

droga: (1,a,2,c,3,e,4, 1,5), t

4
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Dla drogi ( vo, ey, v1, €, ..., Vi1, €5 V; ):
wierzchotek vy nazywamy jej poczqtkiem, wierzchotek v, — jej

koncem aliczbe t nazywamy dlugosciq drogi.

Droge mozna utozsamia¢ dla uproszczenia
z ciagiem wierzchotkow sasiednich (vo, vy, ..., v/)
lub ciagiem krawedzi zaleznych (ey, ..., €,)

Dla grafu skierowanego D=(V,A4)
drogg z wierzcholka vy € V do v, € V nazywamy ciag
(naprzemienny) wierzchotkow 1 tukow grafu:
( Vo, @1, Vi, A2y ooy Vi1, Qg Vi),
spelniajacy warunek a;= (v, Vi) dlai=1,..,1¢

Przyktad drogi w grafie skierowanym

droga (5, f,3,e,1,d,3,¢c,2,a,4), t=5

Droge w grafie skierowanym mozna utozsamia¢ dla uproszczenia

z ciagiem odpowiednio skierowanych tukow zaleznych (ey, ..., €;)

droga prosta - droga, w ktorej wszystkie krawedzie (tuki) w

clagu sa rozne

droga elementarna - droga, w ktorej wszystkie wierzchotki w ciagu

sg rdzne
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Przyktady drog w grafie

= droga prosta (1, 3, 4, 5, 3, 6)
----- droga elementarna (1, 2, 4, 3, 5, 6)

Cyklem nazywamy droge, dla ktorej vy =v, (droga zamknigta) i¢> 0

Cyklem elementarnym nazywamy cykl, w ktorym wierzchotki
Vi, V2, oy Vio] S3 1OZNE

Twierdzenie (Dirac, 1952)

Jesli G=(V, E) jest grafem, w ktdrym minimalny stopien
wierzchotka jest rowny o, to

e w grafie G istnieje droga elementarna o dlugosci co najmniej o,

e dla 6> 2 w grafie G istnieje cykl elementarny o dlugosci co

najmniej o+ 1

Dowad
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Niech P = (v, vy, ..., v;) bedzie droga elementarng w grafie G o
maksymalnej dtugosci (tzn. nie mozna jej przedtuzy¢ na zadnym
koncu). Wowczas wszystkie wierzchotki sasiednie z vy musza

naleze¢ do P.

Niech A=max {i: {vy, v;} € E }.

Z zatozenia o maksymalnej dlugosci drogi wynika, ze k> d(vy) > 0.
Zatem droga P ma dlugos$¢ co najmnie;j o.

Ponadto, jesli 6> 2, to C = (vy, vy, ..., Vi, V) jest cyklem

elementarnym o dlugosci co najmniej 6+ 1. u

Graf (nieskierowany) nazywamy spdjnym, jesli dla kazdej pary

wierzchotkow u 1 v istnieje w nim droga z u do v.

Graf skierowany jest spdjny (stabo spojny), jesli jego pochodny graf

nieskierowny jest spojny.

Graf skierowany jest silnie spdjny, jesli dla kazdej pary wierzchotkow

u 1 v istnieje w nim droga z u do v.

Przyktad skierowanego grafu spojnego, ale nie silnie spdjnego

Sktadowq spojnq grafu nazywamy taki jego podgraf, ktory jest spojny

1 nie jest podgrafem innego grafu spojnego.
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Przyktad grafu o 3 sktadowych spojnych

N

Twierdzenie

Dla grafu o n wierzchotkach 1 £ sktadowych spdjnych liczba
krawedzi m jest ograniczona przez nierOwnosc:

(n—k)(n-k+1)
2

(n—k)y<m<

Whiosek

W grafie spojnym liczba krawedzi m speinia nierownosc:

(n=1y<m <=1
Uwaga
- n(n—1)
e m jest maksymalne dla grafu pelnego K,,: m= 5
e m jest minimalne dla drzewa : m=n-—1

Warunek konieczny i dostateczny dwudzielnosci grafu

Twierdzenie

Graf o n wierzchotkach, gdzie n > 2, jest dwudzielny wtedy i tylko

wtedy, kiedy nie zawiera cyklu o nieparzystej dlugosci.

Zauwazmy, ze w grafie dwudzielnym kazdy cykl musi mie¢ parzysta

dtugos¢.
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Warunki konieczne planarnosci grafu

Rozwazmy rysunek grafu planarnego G = ( V, E ) bez przecigc

krawedzi:

Na tym rysunku mozna wyr6zni¢ podzbiory punktow plaszczyzny,

ktore maja dwie cechy:

= kazde dwa punkty z tego samego zbioru mozna potaczy¢ krzywa
na ptaszczyznie, nie przecinajac zadnej z krawedzi grafu;

= kazdy z tych podzbiorow jest maksymalny w sensie relacji
zawierania.

Takie podzbiory nazywamy scianami gratu planarnego (np. f1, 213 ).

Doktadnie jedna ze Scian jest ,,nieograniczona”.

Przykiad interpretacji pojecia ,,sciany” dla grafu planarnego

Graf oSmioscianu foremnego (jeden z tzw. grafow platonskich):
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Twierdzenie

Jesli graf o n wierzchotkach, m krawedziach, & skladowych

spojnych 1 f $cianach jest planarny,to n—-m+f=k+1

Whniosek

Jesli graf planarny jest spojny,to nm—m + f=2 (tzw. wzor Eulera)

Whiosek

Jesli graf jest planarny1 n>3,t0 m<3n-6

Whiosek

Jesli graf dwudzielny jest planarny 1 n>3,t0 m <2n—4

Whiosek
Kazdy graf planarny musi zawiera¢ co najmniej jeden wierzchotek

o stopniu mniejszym niz 6.

PRZESZUKIWANIE GRAFOW

Przeszukaniem grafu nazywamy dokonanie systematycznego
przegladu grafu w celu wymienienia kolejno wszystkich jego
wierzchotkow, badz krawedzi.

Rozwazmy spdjny graf G = ( V, E') o uporzadkowanym zbiorze
wierzchotkow — przyymijmy dla prostoty, ze jego zbidr wierzchotkow
to V=1{1,2,3, ..., n}.

Wynikiem przeszukania grafu bedzie ciag (v,-l 3Vin Vi )

zawierajacy bez powtorzen wszystkie jego wierzchofiki.
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Obie przedstawione metody oparte sa na badaniu zbiorow wierzchot-
kow sasiednich, dopisywaniu wierzchotkow do wyznaczanego ciagu

1 nadawaniu lub usuwaniu etykiet z wierzchotkow.

Metoda przeszukiwania grafu w glab
W trakcie dziatania metody kolejnym wierzchotkom beda nadawane

etykiety ,,zamkniety”.

Rozpoczynamy od wskazania pierwszego wierzcholka w ciagu — v,

1. wstaw v, jako pierwszy element ciagu,
2.  powtarzaj co nastepuje, az do nadania wierzchotkowi v, etykiety

Lzamkniety’:

2.1. wybierz z aktualnego ciagu ostatni z jego wierzchotkow,
ktory nie ma jeszcze etykiety ,,zamkniety”,

2.2. jesli dla wybranego wierzchotka zbior wierzchotkow
sasiednich, ktore jeszcze nie zostaly dopisane do ciagu jest
pusty, to nadaj temu wierzchotkowi etykiete ,,zamkniety”,
w przeciwnym przypadku dopisz do ciagu pierwszy w
kolejnosci z jego wierzchotkow sasiednich, ktore jeszcze

nie zostat umieszczone w ciagu.

Uwaga:
przed rozpoczeciem przeszukiwania grafu zaden z jego wierzchotkow

nie moze miec etykiety ,,zamknigty”.
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Przyktad przeszukania grafu metodq w glqb

Jesli rozpoczynamy od wierzchotka 5, to zostaje wyznaczony ciag

wierzchotkoéw graftu (5,6, 3,2,7,1, 10, 4,9, 8)

Metoda przeszukiwania grafu wszerz
W trakcie dziatania metody beda z kolejnych wierzchotkéw usuwane

etykiety ,,nowy”.

Rozpoczynamy od wskazania pierwszego wierzchotka w ciagu — v,.

1. nadaj etykiete ,,nowy” wszystkim wierzchotkom drzewa,
2. wstaw v, jako pierwszy element ciagu,
3. dopoki w tworzonym ciagu wystepuje wierzchotek z etykieta
,,Iowy”’, powtarzaj co nastepuje:
3.1. wybierz z aktualnego ciagu pierwszy z wierzcholkow,
ktore maja jeszcze etykiete ,,nowy”, dodaj do ciagu kolejno
wszystkie jego wierzcholki sasiednie 1 usun z tego

wierzchotka etykiete ,,nowy”.
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Przyktad przeszukania grafu metodq wszerz

Jesli rozpoczynamy od wierzchotka 5, to zostaje wyznaczony ciag

wierzchotkoéw grafu (5,6,8,3,7,9,10,2,4,1)
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