WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

GRAFY i SIECI

GRAFY - podstawowe definicje

Graf: G=(V,FE) - para uporzadkowana
V={1,2,..,n} - zbior wierzchotkow grafu
Ec{{ij:i#zjiijeV} - zbior krawedzi grafu

Terminologia:

graf = graf symetryczny, graf nieskierowany, graf niezorientowany

Rysunek grafu:

o wierzcholek i przedstawiamy symbolicznie (i)

o krawedz {i, j} przedstawiamy

Przykitad grafu
0‘9
99 ® D

V={1..7} E={{L2},{1,3}, {1,4},{2,3}, {3,4}, {6, 7}}

G=(V,E):

Literatura:

e M.Libura, J.Sikorski ,, Wyktady z matematyki dyskretnej.
Cz.II: Teoria grafow” Wydawnictwo WSISiZ (2002)

e N.Deo ,, Teoria grafow i jej zastosowania w technice” PWN (1980)
e R.Wilson ,, Wprowadzenie do teorii grafow” PWN (2000)

o K.Ross, C.Wright ,, Matematyka dyskretna” PWN (1996)
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Graf skierowany: D=(V,4) -parauporzadkowana

V={1,2,..,n} - zbior wierzchotkow grafu
AcVxV - zbior tukow grafu
Terminologia:

graf skierowany = digraf, graf zorientowany

Rysunek grafu skierowanego:

e wierzcholek i przedstawiamy symbolicznie @

e luk (i, j) przedstawiamy

Przyktad grafu skierowanego
o‘ 8

D=(V.A) v=1{1,..7}, T3 =0

A=1{(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),3,2),(3,4),(57),(6,6), (7, 5)}

Dla grafu skierowanego D = ( V, A ) definiuyjemy pochodny graf
nieskierowany G(D)=(V,Ep):
{i,j}eEkp & (i,j)edv(j,i)ed dlai#j

Przyktad grafu pochodnego

GD)=(V,Ep):

V={1,..7}, Ep=1{{1,2},{1,4}, (2,3}, {2,4}, (3,4}, {5, 7}}
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Graf nazywamy pelnym, jesli dla kazdej pary wierzchotkow istnieje

krawedz taczaca te wierzchotki.

Symboliczne oznaczenie grafu pelnego o n wierzchotkach — K,

e

5

Przyktady grafow petnych

1A

Kl KZ 4

_n(n-1)
2

n
Liczba krawedzi w grafie pelnym K ,, wynosi Ezj

Dopeieniem grafu G = (V, E) nazywamy graf G , ktéry ma ten sam

zbior wierzchotkow co G 1 wszystkie krawedzie grafu pelnego K‘V‘

nie wystepujace w grafie G.
Przyktad dopetnienia grafu

W grafie G=(V, E ) dlakrawedzi e= {1i,j} € E mowimy, ze
wierzchotki i,j sa incydentne z krawedzia e. Dwa wierzchotki grafu

incydentne z ta sama krawe¢dzia nazywamy sgsiednimi lub zaleZnymi.
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Dwie krawedzie grafu incydentne z tym samym jego wierzchotkiem
nazywamy zaleZnymi.

Grafem krawedziowym grafu G = (V, E) nazywamy graf L(G),
ktorego wierzchotki odpowiadaja krawedziom grafu G, a krawedzie

odpowiadaja parom zaleznych krawedzi grafu G.

Przyktad grafu krawedziowego

Podgrafem grafu G=(V, E) nazywamy kazdy graf G'=( V', E’),
dla ktorego V'c V oraz E'C E.

Przyktad grafu i jego podgrafu

Grafy a relacje

e Dla grafu skierowanego D =(V,A): A —relacja na zbiorze V'
e Dla grafu (nieskierowanego) G=(V, E):
E moze wynikac z relacji R na zbiorze V, ktora jest symetryczna i

nie jest zwrotna: (i,j)eRv(j,i)eR=>{1,]} ek
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STOPNIE WIERZCHOLKOW

Graf (nieskierowany) G=(V,FE)

krawedz e={i,j} ekE
— wierzchotki i oraz j saincydentne z krawedzia e, a ona z nimi.
— krawedz e laczy dwa wierzchotki i oraz j, ktore sa jej koncami.

— wierzchotki i oraz j sa sqsiednie lub inaczej zalezne.

V(i) — zbior wierzchotkdéw sasiednich z wierzchotkiem i
Wiy={jeV: {i,jle E}
d@) =| V@) | — stopien wierzchotka i (inne oznaczenie deg(i) )

Wierzcholek stopnia 0 nazywamy wierzchotkiem izolowanym.

Dla podzbioru M < V' definiujemy:
Vu(i)=1{jeM: {i,jle E }

dy(@)=1|Vy(@)| — stopien wierzchotka i wzgledem podzbioru M

Przyktad wyznaczania stopni wierzchotkow w grafie

1)=142,3,4,5} =d1)=4;, V4d)={1,2,3} =d4)=3
V(6) = = d(6) =0 (wierzcholek izolowany)
dla M= {3,4}: dy()=2, dy(@d=1, dy(5)=0

GRAFY i SIECI (1) J.Sikorski Strona 5/ 13



WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

Graf skierowany D=(V,A4)

lhk a=(i,j)ed
— wierzchotki i orazj saincydentne z tukiem a
— wierzchotek i jest poczqtkiem tuku a

— wierzchotek j jego koncem tuku a

V(i) — zbior koncow tukow wychodzacych z wierzcholka i
Viiy={jeV:(,j)e 4}

V(i) — zbior poczatkow tukdéw wchodzacych do wierzchotka i
V(i)={jeV:(j,ecd}

d' ) =V"{)| — Stopien wyjsciowy wierzchotka i

d @)=V (3| — stopien wejsciowy wierzchotka i

d(i)=d " (i)y+d (i) - stopien wierzcholka i

Dla podzbioru M < V' definiujemy:

V(@) ={jeM:(i,j) e}

V() ={jeM: {j,ite A}

dy (0) =V ()] — stopien wyjsciowy wierzchotka i wzgledem M
dy (@) =V, (@] — stopien wejsciowy wierzchotka i wzgledem M
dy(i) = dy, (i) + dy (i) — stopien wierzchotka i wzgledem M
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Przyktad wyznaczania stopni wierzchotkow w grafie skierowanym

D @ 8

¢ i © @i O

V'3)=1{2,4,5=d ' (3)=3; V(3)=1{2,5} =d (3)=2;
zatem d(3)=d ' (3)+d (3)=5

Vi©)={6} =d"(6)=1; V' (6)= {6} =d (6)=1;

zatem d(6) = d " (6) + d (6) =2

dla M= {2,4}: di(3) =2, dy;3 =1, du3)=3

Twierdzenie (lemat o usSciskach dloni)

Dla dowolnego grafu (nieskierowanego) G =( V, E') zachodzi

D d(i)=2E|

eV

Twierdzenie

Dla dowolnego grafu skierowanego D = (V, A ) zachodzi

dd (i)=Y d"(i)=|4

eV eV

Zatem dla grafu skierowanego D = ( V, A ) takze zachodzi

D d(i)=2\4
ieV
Whiosek

W kazdym grafie skierowanym lub nieskierowanym liczba

wierzchotkow stopnia nieparzystego jest parzysta.
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MACIERZ INCYDENCJI

Graf (nieskierowany) G=(V,FE)
zbior wierzchotkow V=1{1,2,...n}
zbior krawedzi E={e,ep..e,yc{{i,ji:i,jeV}

Macierz incydencji grafu:

I(G) = aij] i=ly s nty j=1, ey m

1 jesli iee,
a.. =
Y10 w przeciwnym przypadku

Przyktad wyznaczania macierzy incydencji
V=14{1,2,3,4,5}

E={ey, ey, 3, €4, €5, 66} = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2,4}, {3, 4}, {4,5}}

e e e ey es €6
i1 1 0 0o o o | dn=2
20 1 0 1 1 0 0 d(2)=3
I,=3, 0 1 1 0 1 O d(3)=3
40 0 0 0 1 1 1 d(4)=3
50 0 0 0 0 1 d(5)=1
Xd=12

Aby wykazac, ze Zd (i) = Z‘E ‘ wystarczy zsumowac wiersze
ieV
macierzy incydencji i policzy¢ w niej wszystkie jedynki.
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Graf skierowany (bez petli) D=(V,A4)
zbior wierzchotkow V={1,2,..,n}
zbi6r krawedzi A=A{ay, ar...,a, } < VxV
Macierz incydencji grafu skierowanego bez petli:
ID)=[ai]i=t,sn,j=1,.sm
-1 jesli a; =(k,i)
a; =y 1 jesli a;=(,k)

ij
0 w przeciwnym przypadku

Przyktad wyznaczania macierzy incydencji
V=1{1,2,3,4,5}

E: {ab ar, a3, dy, Ads, a6} = {(1> 3)9 (39 1)9 (29 1)3 (39 2)9 (29 4)3 (59 3)}

Lo -1 -1 0 O 0_ d()=1, d(1)=2, d()=3
2 0 0 1 -1 1 0 |d®=2 d@=1 d2)=3
L=3 -1 1 0 0 -1 |d(3)=2, d(3)=2, d(3)=4
4 0 0 0 0 -1 O0|d#=0,d@H=1, d4=1
5 o 0 O 0 1 |d®=1, d(5)=0, d5=1

>d =6, Xd =6 Xd=12
Aby wykazac, ze Zd (i) = Za’ (i) = ‘A‘ wystarczy policzy¢ ile jest
ieV ieV
niezerowych elementow o jednakowych znakach w wierszach

macierzy incydencji i w catej macierzy.
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MACIERZ SASIEDZTWA WIERZCHOLKOW

Graf (nieskierowany) G=(V,E), V={1,2,..,n}

Macierz sqsiedztwa wierzchotkow grafu:

B(G)=[ bij] i=ly gty j=1, . n

bo—p = 1 jeshi {i,jlekE
YO0 w przeciwnym przypadku

Przyktad wyznaczania macierzy sqsiedztwa wierzchotkow

V={1,2,3,4,5}

86 @
1 2 3 4 5
1l 0 1 1 0 o | dn=2
2 1 0 1 1 0 d2)=3
Bg= 3 1 1 0 1 0 d(3)=3
4 0 1 1 0 1 d(4) =3
s| 0 0 0 1 0 | d5)-1
d)=2 d2)=3 dB3)=3 d#)=3 dG5)=1
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Graf skierowany D=(V,A4),

Macierz sqsiedztwa wierzchotkow grafu:

B(D) = bij] i=1,yn, j=1, . n

Przyktad wyznaczania macierzy sqsiedztwa wierzchotkow

V=1{1,2,3,4,5}

N B W

1

0 w przeciwnym przypadku

S = O O N

0

jeshi (i,j)e A

V={12,..,n}

4
0
1
0
0

0
_cf(l)zz d2)=1 d3)=2 d@)=1 d—(S)ZO_

S O O O W

0

d(1)=1
d2)=2
d'(3)=2
d(4)=0
d(5)=1
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TYPY GRAFOW

Dwa grafy (nieskierowane) G=(V,E) 1 G'=(V,E’) sa
izomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
f y—L sy, takie ze dla dowolnej pary wierzchotkéw i,j € V

zachodzi

{LjyeE < {f(i), f()} ek’
Dla grafow skierowanych D=(V,4) 1 D’=(V’,A”) odpowiednio:
(i,j)ed < (f(i), f(j))ed
[zomorfizm grafow zapisujemy G =G’

Przyktad grafow izomorficznych

ONENONEN®
OO

Izomorfizm:

il 11231456 | 7]8
f@|a|b|lc|d|e| f|g]|h
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Graf nazywamy regularnym, jesli wszystkie jego wierzchotki maja
ten sam stopien.

Uwaga

Dwa grafy regularne o tej samej liczbie wierzchotkow 1 tym samym

stopniu wierzchotkOw nie musza by¢ izomorficzne.

Przyktad ilustrujqcy brak izomorfizmu

Q O
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