K. Pienkosz Badania Operacyjne

Planowanie przedsiewzigc¢

Model przedsiewziecia

e lista operacji

e relacje poprzedzania operacji
* modele operacji

e funkcja celu planowania
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Relacje poprzedzania operacji (A— B)
e Koniec A - Start B — operacja B nie moze si¢ rozpoczaé przed

zakonczeniem A

e Koniec A - Koniec B — operacja B nie moze si¢ zakonczyc
przed zakonczeniem A

e Start A - Start B — operacja B nie moze si¢ rozpocza¢ przed
rozpoczeciem A

e Start A - Koniec B — operacja B nie moze si¢ zakonczyc
przed rozpoczeciem A

Modele operacji

* czasy trwania
- deterministyczne

— deterministyczne zalezne od wielkosci przydzielonego
zasobu

— niepewne

e wymagania zasobowe

Funkcje celu planowania

 minimalizacja czasu realizacji przedsigwzigcia (przy
zadanych zasobach)

. minimalizacja wykorzystania zasobow (przy zadanym czasie
realizacji przedsigwzigcia)
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Przyklad

Projekt implementacji osmiu modutéw systemu
informatycznego

e lista operacji
M1, M2, M3, M4, M5, M6, M7, M8

gdzie Mj, i=1,...,8 — oznacza operacj¢ implementacji
modutu i

» relacje poprzedzania i czasy trwania operacji

) operacje czas trwania
operacja poprzedzajace [tygodnie]
M1 — 13
M2 — 8
M3 M1 9
M4 M1 15
M5 M2 20
M6 M2, M3 3
M7 M2, M3 4
Mg M4, M6 10
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Metoda sciezki krytycznej CPM
(Critical Path Method)

Model przedsiewziecia
* relacje poprzedzania: Koniec-Start
* model operacji
— czasy trwania: deterministyczne
— brak ograniczen zasobowych
« funkcja celu: minimalizacja czasu realizacji
przedsiewziecia

Schemat metody
1.Konstrukcja sieci przedsgwzigcia

2.Wyznaczenie najwczesniejszych termindéw (chwil)
zdarzen 1 sciezki krytycznej
» sortowanie topologiczne wierzchotkow sieci
»wyliczanie najdhzszych odleglosci
» okreslenie najdtuzszej Sciezki

3.Wyznaczenie najpozniejszych terminow (chwil)
zdarzen 1 zapasOw czasowych operacji
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Sie¢ przedsi¢gwzig¢cia
(w reprezentacji wierzchotkowey)

wierzchotki sieci:  operacje

tuki sieci: relacje poprzedzania
W4 | I8
M
W3 M6
W2 i
Mg
Wiasciwosci

e Graf acykliczny
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Sie¢ przedsi¢gwzig¢cia
(w reprezentacji tukowey)

wierzchotki sieci: zdarzenia
tuki sieci: operacje

Wiasciwosci
e Graf acykliczny
* moga wystepowac sztuczne (fikcyjne) tuki
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Sortowanie topologiczne

Wierzcholki grafu G(V,E) sa ponumerowane topologicznie,
jezeli (i, )) UE < num(i) < num (j)

Algorytm sortowania (numerowania)

Zatozenia:
 na poczatku wszystkie wierzchotki sa bez numeru
-.n21

. num = 1;

2. Znajdz wierzchotek bez numeru do ktorego nie dochodzi
zaden tuk. Jezeli taki wierzchotek istnieje, to przypisz mu
numer num 1 1dz do 3. W przeciwnym przypadku STOP — w
grafie jest cykl;

3. Jezeli wszystkie wierzchotki sa ponumerowane to STOP. W
przeciwnym przypadku usun tuki  wychodzace z
ponumerowanego wierzcholtka, num = num + 1 11dz do 2.
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Najwczesniejsze terminy zdarzen

Oznaczenia:

V — zbi6r wierzchotkdw sieci przedsiewzigcia
(posortowanych topologicznie)

n=|V|
E — zbior tukow (operacji)
pii— czas trwania operacji (7, j)LE

s; —najwczesniejszy mozliwy termin wystapienia zdarzenia i[1}V
(wszystkie poprzedzajace operacje musza by¢ zakonczone)

Aby operacje poprzedzajace “zdazyly” si¢ wykona¢ musi
zachodzi¢

si+ p;<s; dlakazdej operacji (i, ))FE

Whioski
. 5;,= dlugos¢ najdtuzszej sciezki z wierzchotka 1 do i

- minimalny czas realizacji przedsigwzigcia okresla s, czyli
najdluzsza Sciezka z wierzcholtka 1 do n (sciezka krytyczna).

. dla wszystkich operacji (i, j ) na Sciezce krytycznej zachodzi
Sit Pi= S
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Wyznaczanie najwczesniejszych terminow
zdarzen

(znajdowanie najdluzszej Sciezki w grafie posortowanym
topologicznie — ztozonos¢ O(|E)) )

S, = O,
forj:=2ton do

S5 max St p)
P e

Wyznaczanie minimalnego czasu realizacji
przedsi¢wzigcia

. T'=s, (najdtuzsza sciezka od wierzchotka 1 do n)

e Model programowania liniowego

min I'= 1,

przy ograniczeniach
it pis< (i, )UE
t:20 iV

gdzie t,— zmienna okreslajaca termin zdarzenia i1V

Na Sciezce krytycznej t=s; (w szczegolnosci ,=s,)
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Najpozniejsze terminy zdarzen

Oznaczenia:

[; — najpdzniejszy dopuszczalny termin zdarzenia i1V (przy
zatozeniu, ze przedsigwzigcie jest realizowane w najkrotszym
mozliwym czasie tzn., [, = s, )

Aby operacje nastgpne “zdazyty” si¢ wykonac bez wydtuzania
terminu realizacji przedsigwzigcia [, = s, musi zachodzi¢

l; + p; <[ dlakazdej operacji (i, ))UE

Whioski
. ;= s, — (dlugos¢ najdtuzszej sciezki z i do n)
. 1,2 s; dla kazdego wierzchotka i [1 V

. dla wszystkich operacji (i, j ) na Sciezce krytycznej zachodzi

it py=1
. dla wszystkich wierzchotkow i na sciezce krytycznej zachodzi
l,’ =S

Wyznaczanie najpomiejszych terminow zdarzen

Ly == Sp;
fori=n—-1to1

[.:= o Al -p.
= g

j
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Przyklad

@‘3 W

@K ///K
Mo 20)

Terminy zdarzen

6

i (nr wierzcholka - zdarzenia)

1 2 3 4 S 6
Si 0 13 8 22 28 38
l; 0 13 18 25 28 38

s; — termin najwczesniejszy mozliwy
[; — termin najpozniejszy dopuszczalny




K. Pienkosz

Najwczesniejsze i najpozniejsze termmny
rozpocze¢cia i zakonczenia operacji

. Najwczesniejszy mozliwy termin rozpoczgcia operacii (i, j)
NWR(, j)=s;

. Najwczesniejszy mozliwy termin zakonczenia operacji (i, j)

NWZ(, j) = s+ pi

. Najpo6zniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia operacii (i, j)

NPR(, J) = = py

- Najpozniejszy dopuszczalny termin zakonczenia operacji (i, j)

NPZ(i, j) = |

Terminy rozpocz¢cia i zakonczenia operacji

Badania Operacyjne

Planowanie przedsiewziec¢ 12

operacja | M1 | M2 | M3 | M4 | M5 | M6 | M7 | M8
NWR 0 0O | 13 |13 | 8 | 22| 22 | 28
NWZ 13| 8 [ 22|28 | 28 | 25 | 26 | 38
NPR O | 10 | 16 | 13 | 18 | 25 | 34 | 28
NPZ 13 | 18 | 25 | 28 | 38 | 28 | 38 | 38
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Harmonogram (wykres Gantta)

072y najwczesniejozych terminach realizaci operacj

M2
(zas
T T

D12y najpoznieiszych terminach realzacji operac

v

(zas

\4



K. Pienkosz Badania Operacyjne Planowanie przedsiewziec¢ 14

Zapasy (luzy) czasowe operacji

e Zapas (luz) catkowity — maksymalne opdznienie operacji nie
powodujace opoznienia przedsigwzigcia

ZC(1, ) = [ —si— py
ZC(i, j) = NPR(i, j) — NWR(i, j) = NPZ(i, j) - NWZ(i, )
. Zapas (luz) swobodny — maksymalne opoznienie operacji nie
wplywajace na czas rozpoczg¢cia nastgpnych operacji
Z8(i, j) = min {s; — si— pj§

Zapasy

operacja | M1 | M2 | M3 | M4 | M5 | M6 | M7 | M8

ZC 0O |10 ] 3 O |10 3 121 0

A 0 0 0 O |10 3 121 0

Na Sciezce krytycznej zapasy zerowe
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Metoda PERT

(Program Evaluation and ReviewTechnique)

Model przedsiewziecia
* relacje poprzedzania: Koniec-Start
. model operacji

— brak wymagan zasobowych

— czasy trwania: zmienna losowa (rozktad beta)
parametry:

a — ocena optymistyczna

m — czas najbardziej prawdopodobny

b — ocena pesymistyczna

Wzory aproksymujgce

E(p)=“+4é”+b, 0(p)=bg“

Schemat metody
1 .Konstrukcja sieci przedsgwzigcia

2.Wyznaczenie S$ciezki krytycznej dla  wartosci
oczekiwanych czaséw operacji

3.Analiza czasu realizacji przedsigwzigcia w
oparciu o rozktad normalny
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Czas trwania przedsi¢gwzig¢cia w metodzie
PERT

Zmienna losowa:

r= >p;

(Z,j)LKryt

Suma duzej liczby niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozktadzie ma zgodnie z centralnym
twierdzeniem  granicznym  rozklad  zblizony do
normalnego

E(= SEp) o= S,
( ) (i ,_i);"yt (pU) ( ) (i,,/;ryt (py)
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Metoda PERT — przyklad

operacja |poprzed..| a m b E(py) o(p;) G*@p)
A - 2 5 8 5 1 1
B A 6 9 12 9 1 1
C A 6 7 8 7 1/3 1/9
D B,C 1 4 7 4 1 1
E A 8 8 8 8 0 0
F D.E 5 14 17 13 2 4
G C 3 12 21 12 3 9
H F,G 3 6 9 6 1 1
I H 5 8 11 8 1 1

Sciezka krytyczna: A—B—-D—-F—H -1

E(N)=5+9+4+13+6+8=45
o(N=1+1+1+4+1+1=9
KT =~ (T) =3

P(T<50)=P(Z< >0—45

Yy=P(Z<167) =095

P(T<4)=P(Z < 41-45

) = P(Z <—133) =0.09
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Ograniczenia zasobowe

Przyklad — przydzial zasobow odnawialnych

Kazda z operacji M1, M2, ..., M8 wymaga pracy dwoch
informatykow.

Harmonogram 1 zuzycie zasoboOw przy najwczesniejszych
terminach rozpoczynania operacji

A

M Czas

infomatycy
A

v
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Kryteria planowania

e minimalizacja liczby zatrudnianych pracownikow (przy
zadanym czasie realizacji przedsigwzigcia)

czas realizacji 38-44 45-81 > 82
pracownicy 6 4 2

 minimalizacja czasu realizacji przedsigwzigcia (przy
zadanej liczbie pracownikow)

pracownicy <2 2-3 4-5 >6
czas realizacji - 82 45 38

e analiza dwukryterialna

rozwiazania niezdominowane (Pareto-optymalne)

czas realizacji 38 45 82
pracownicy 6 4 2
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Ograniczenia zasobowe

Przydzial zasobow zuwzywalnych

Czas wykonania poszczegdlnych operacji mozna skrocic
jezeli przydzieli si¢ jej pewna 1los¢ zasobu (np. srodkow
pienieznych)

Z.alozenia

pi"™ — nominalny (maksymalny) czas trwania operacji (i, j) bez
przydziatu zasobu

k; — koszt skrocenia czasu wykonywania operacji (i, j) o

jednostke czasu (wspdiczynnik zuzycia zasobu)

min

Pij

— minimalny czas trwania operacji, ktorego nie mozna
dalej skroci¢ poprzez przydziat zasobu
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Minimalizacja czasu trwania przedsi¢gwzig¢cia przy
zadanej (ograniczonej) wielkosci zasobu

Z — wielkos¢ zasobu (i1los¢ dostepnych srodkow)
Podejscia
e skracanie czasu trwania przedsigwzig¢cia poprzez

przydziat kolejnych jednostek zasobu do najmniej
,,kosztownych” operacji na Sciezce krytyczne;j

* model Programowania Liniowego

min 1 =1,

przy ograniczeniach

it pyi< (i, )UE
pi=pi" — (Mky) zy (i, )UE
20z S Z

t:=20 iV

pr 2 pi™" (i, )UE
220 (i, ))OE

Zmienne decyzyjne:
t;—termin zdarzenia i [1 V'

pi— czas trwania operacji po ewentualnym skroceniu
z;— wielkos¢ zasobu przydzielona do operacji (i, )
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Minimalizacja zuzycia zasobu przy zadanym
maksymalnym czasie trwania przedsi¢wzi¢cia

T — maksymalny dopuszczalny czas trwania przedsigwzigcia

e model Programowania Liniowego

min Z

przy ograniczeniach

it pis< (i, )UE
L<T

pi=pi" — (Vky) z; (i, )UE
2i)0EZy = Z

t:=20 iV

pyZ pi™” (i, )UE
2,20 (i, j)OE

Zmienne decyzyjne: t, pj, zij, £
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