Statystyka-matematyczna-I1I Wyktad 1

Modele probabilistyczne zjawisk losowych

Pojecia podstawowe:

Zdarzenia elementarne: najprostsze zdarzenie mogace by¢

wyroznione dla danego doswiadczenia losowego.
Q) - zbior zdarzen elementarnych.

Zdarzenie losowe: dowolny podzbior zbioru zdarzen

clementarnych Q

Rodzina zdarzen losowych (c-ciato podzbiorow zbioru

zdarzen elementarnych Q) F - rodzina podzbioréw zdarzen

elementarnych taka, ze

FeQ
jezeliAeFiBeF, toAuBeTF
jezeliAeFiBeF,toANBeTF

jezeliAeF,to AcTF

Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A4 : funkcja
rzeczywista P(A4) na rodzinie zdarzen J  taka ze

1) dlakazdego A €JF, P(A)=0

2) P(Q)=1

3) dla zdarzen parami roztacznych

P(A,UA,...)=P(A,)+P(A,)+...



Statystyka-matematyczna-I1I Wyktad 1 2

Przestrzen probabilistyczna: trojka uporzadkowana

(Q, F, P). Okreslajac przestrzen probabilistyczna okreslamy

model probabilistyczny danego zjawiska.

Zmienna losowa

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (Q2, 3, P).
Funkcj¢ X okreSlona na  przestrzeni zdarzen
elementarnych (), o wartosciach rzeczywistych oraz takg,
ze dla kazdego teXR zbior

{0 eQ: X (0)< 1t}
jest zdarzeniem (czyli nalezy do J) bedziemy nazywaé

zmienng losowq.

Interpretacja:
Zmienna losowa jest to funkcja przyporzadkowujaca podzbiorom
zbioru zdarzen  elementarnych  (zdarzeniom losowym)

odpowiednie podzbiory liczb rzeczywistych.
Zmienne losowe oznaczamy duzymi literami; na przyktad X.

To, co zaobserwujemy w konkretnym doswiadczeniu nazywamy

realizacjg zmiennej losowej i oznaczamy malg litera; na przyktad x.
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Przyklady zmiennych losowych:

Przyktad 1 (zmienna skokowa — skonczony zbior wartosci)

Badanie jakosci wyrobow. Kazdy badany wyrdb oceniamy jako
zgodny lub niezgodny (wadliwy) z wymaganiami. Okre§lmy zmienna
1 jesli ® = wyrob jest niezgodny

0 jesli ® = wyrob jest zgodny

X(a))={

Przyktad 2 (zmienna ciagta — nieskonczony zbior wartosci )

Badaniu podlega roczny zysk réznych firm. Firmy pobierane sa do
badan w sposob losowy. Zmienna losowa X przyjmuje dowolne
wartosci rzeczywiste (model !!!), przy czym dla poszczegolnych

wylosowanych firm wartosci te sa na ogét rozne.

Przyktad 3 (zmienna skokowa — nieskonczony, ale przeliczalny zbidor

wartosci)

Operator telefonicznej sieci komorkowej analizuje dzienng liczbe
polaczen. Niech Q={®;,®,,......} gdzie ®, oznacza zdarzenie
elementarne polegajace na zaobserwowaniu i potaczen. Dzienna

liczba potaczen opisana jest zmienna losowa

X(0;)=i, i=0,12,...
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Rozklad prawdopodobienstwa

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X jest funkcja,
ktora kazdemu podzbiorowi mozliwych wartosci tej zmiennej

przypisuje liczb¢ z domknig¢tego przedzialu [0,1].

Rozklad prawdopodobienstwa jest jednoznacznie okreslony funkcja,

ktora nazywamy dystrybuanta zmiennej losowej X definiowana jako

F(x)=P({o eQ: X(w)<x})=P(X <x)

Wiasnos$ci dystrybuanty:
1.0< F(x)<1, dla dowolnych x e R

2. F(—0)=0, F(o)=1
3.F(x)S F(p), jeslitylkox < y
F (x" )= F(x), gdzie FF(x ) oznacza granicg

lewostronnq F w punkcie x (ciaglos¢ lewostronna)

Uwaga: Jesli jakas funkcja F ma witasnosci 1) - 4), to jest ona

dystrybuanta jakiejs zmiennej losowe;j
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Dystrybuanta dyskretnej (skokowej) zmiennej losowej X

dana jest zaleznoscia:
F(x)= ) P(X=x;)

xi<x

gdzie
P(X=x;)=P({lowo e X(w)=x;})=p;, dlax; eW

Zp,-=1,

jest tzw. funkcja prawdopodobienstwa.

Dystrybuanta ciaglej zmiennej losowej X dana jest

zaleznos$cia:

F(x)= [ f(x)dx

gdzie nieujemna funkcja f{(x), okreslona i calkowalna do
jedynki na calej osi jest funkcja gestosci (gestoscia)
zmiennej losowej X.
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Przvklady rozkladow prawdopodobienstwa

a) Rozklad dwupunktowy
B 0, zdarzenie nie zaszlo
- 1, zdarzenie zaszlo

P(X=1)=p, P(X=0=1-p, 0<p<1

b) Rozklad dwumianowy (Bernouillego)

n
P(X=k)= (kjpk(l—p)n_k, 0<p<1l, k=0,1,...

gdzie

(1’3 N k!(nni k)

m=1%2%...%(n—1)%n, 0=1

¢) Rozklad Poissona

k
P(X=k)= %e—l, A>0, k=0,1,...

d) Rozklad geometryczny

P(X=k)=pd-p*', k=1,2,...
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e) Rozklad jednostajny (rownomierny).

1, 0<x<1

f(x)=
0, x<0lubx>1

Yariahle LID ; distribution: Rectangular
kaolmogoroy-Smirnoy d = 0320000, p=n.s.
Chi-Square; 11.60000, df= 8, p= 1700128

a0
70}
BO |
50 |
an |
30 f
20 |
10 f
0

Mo of obs

0 01 02 03 04 05 0B 0F 08 09 91 11 — Expected
Category (upper limits)

f) Rozklad normalny (Gaussa)

(x—p)*

5 o>0

1
f(x)—o_—mexp -

F(x)=@(x_’u)

O

20

D(x)= ﬁ _[ exp(—%zz)dz

—0Q0
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Charakterystyki liczbowe (parametry) rozkladow

zmiennych losowych

Wartos¢ oczekiwana

E(X)=Yx;P(X =x;)
i=1

E(X)=) x;P(X =x;)
i=1

E(X)= J.xf(x)dx

—00

Wariancja

V(X) = zn: [x; - EQX)PPP(X =x;)
i=1

V(X) = f [x; - EQX)PPP(X =x;)
i=1

VX)= [Ix-EX)Pf(x)dx

—00

V(X) = E(X*) - [E(X)])?

Odchylenie standardowe

oy =0 =+V(X)
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Whioskowanie statystyczne o zjawiskach

losowych

Przestrzen statystyczna

Niech Q oznacza przestrzen zdarzen elementarnych zwigzanych z
jakim$ eksperymentem losowym. Wynik eksperymentu losowego
mozemy opisa¢ trojka (Q,F,P) zwana przestrzenia statystyczna,
gdzie P={Py, 0 € O} jest rodzing rozkladéw prawdopodobienstwa
opisujaca wynik eksperymentu., a © jest jaka$ przestrzenia

parametrow.

Zazwycza] nie znamy rodziny rozktadow prawdopodobienstwa
opisujacych dany eksperyment losowy. Dokonujemy jednak czgsto
pewnego zalozenia, Ze jest to rodzina okreslonego typu (np. rodzina
rozkltadow normalnych) indeksowana parametrem, ktérego wartos¢
nalezy do pewnej przestrzeni ® c R*. Moéwimy wowczas, ze

eksperyment opisany jest k-wymiarowym modelem parametrycznym.

Jezeli nie precyzujemy rodziny rozkladow prawdopodobienstwa
(przestrzen © nie moze by¢ przedstawiona jako podzbior R* ), to

mowimy, ze eksperyment opisany jest modelem nieparametrycznym.
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Eksperyment statystyczny

X - obserwowana zmienna losowa

Obserwujemy probeg losowa o licznosci n» elementow.

Jezeli tworzace probe zmienne losowe X7, X5eeeee. X, sa niezalezne 1

majq ten sam rozktad, to taka prob¢ nazywamy proba losowa prosta.

Niech T=t(X},X5eeeee. X,) bedzie pewna funkcja, ktorej argumentami
beda wyniki eksperymentu losowego. Funkcje t¢ bedziemy nazywac
statystyka.

Poniewaz wyniki eksperymentu losowego sa zmiennymi losowymi
kazda statystyka jest tez zmienna losowa o rozkladzie
prawdopodobienstwa uzaleznionym od rozktadu prawdopodobienstwa

obserwowanej zmiennej losowej X.

Przvklady statystyk

a) Srednia

=|r—t

b) Wariancja

Jezeli wartos¢ O jest mnieznana, to wariancjq nazywamy

statystyke

2 [
Rl
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Z.adania statystyki

Estymacja punktowa parametrow rozkladu
prawdopodobienstwa

Estymacja punktowa - oszacowanie nieznanego parametru &
na podstawie obserwacji uzyskanych w rezultacie wykonania
eksperymentu losowego. Oszacowanie podane jest jako

konkretna wartos¢ @ €.

Niech T=6(X1,X20000ee X,) bedzie pewna funkcja, ktore;
argumentami beda wyniki eksperymentu losowego.
Zaktadamy, ze obserwowana w eksperymencie zmienna
losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa zalezny od

pewnego parametru 6 €.

Kazda statystyke T7T=#(X{,X2..ccc... X,), ktora przyjmuje
wartosci z przestrzeni parametrow © bedziemy nazywad

estymatorem parametru € €0.
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Wlasnosci estymatorow

a) Zgodnos¢

Niech X1, X5..... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozktadzie zaleznym od parametru
rzeczywistego € €®. Niech  6,=6,(X1,X3...X,) bedzie
estymatorem parametru 6 €@ otrzymanym na podstawie
obserwacji proby losowej X1,X5,...X,.

Mowimy, ze estymator 6, jest zgodny, jezeli dla kazdego
e>0

lim P(6, -6>5)=0

n—>0
Wiasnos$¢ zgodnosci oznacza, ze dla dostatecznie duzych
licznosct  proby  estymator  przyjmuje z  duzym
prawdopodobienstwem  wartosci  bliskie estymowanemu

parametrowi 0.
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b) Nieobcigzonos¢
Niech 6,=60,(X1,X5...X,) bedzie estymatorem parametru
0 €0 otrzymanym na podstawie obserwacji proby losowe;j
X1,X5,...X,.. Jezeli

E(6,((X1,X2,...X,)) =0

to méwimy, ze estymator 6, jest nieobcigzony.

Obcigzeniem  estymatora 6, nazywamy  wielkos¢

b(6)=E(6,)-6.

Jezeli dla kazdego @ €® obciazenie estymatora 6, dazy do
zera, przy n—oo, to estymator 6, bedziemy nazywac

estymatorem asymptotycznie nieobciazonym.

¢) Efektywnos¢

Moze by¢ wiele estymatorow danego parametru &, a sposrod nich
moze by¢ wiele estymatordw nieobciqzonych. Estymatory te mozemy
porownywac migdzy soba poréwnujac ich wariancje.

Estymator nieobciazony o najmniejszej wariancji, o ile taki istnieje,

nazywamy estymatorem efektywnym.

Jezeli wlasnos¢ efektywnosci uzyskujemy wtedy, gdy
n—0, to nieobcigzony estymator 6, bedziemy nazywac

estymatorem asymptotycznie efektywnym.
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Estymacja metodg najwi¢kszej wiarogodnosci

Estymujemy nieznany parametr 0 rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. Przez p(x,6)
oznaczmy odpowiednio gestose rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, w przypadku, gdy
jest ona typu ciaglego, albo tez funkcje prawdopodobienstwa,
w przypadku, gdy zmienna losowa X jest typu skokowego.

W przypadku obserwacji zmiennej losowe; X w probie
losowej o licznosci m tworzymy nastepujaca funkcje
wiarogodnosci eksperymentu

L(X19X29---9Xn’e) = p(X199)°p(Xzae)"'p(Xnae)

A

Poszukujemy takiego estymatora O nieznanego parametru 0, dla

ktorego funkcja wiarogodnosci osigga najwi¢ksza wartosc.

Uzyskane w ten sposob estymatory nieznanych parametrow

rozkladu  prawdopodobienstwa nazywamy  estymatorami

najwiekszej wiarogodnosci. S3 one przynajmniej asymptotycznie

nieobciazone oraz asymptotycznie najefektywniejsze.
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Estymatory najwigkszej wiarogodnosci parametrow  rozkfadu

normalnego

II
><|
=|,_

i(xi—n)z

i=1

o]
Il
o)
I

Estymatorem wariancji 6> w rozktadzie normalnym jest

i(Xi )i

S2 i=1

n

Mozna wykazac, ze

Wobec tego, mozna uzyskaC skorygowany estymator wariancji w

rozktadzie normalnym

N /¢
si=si=-" et=
n-— n-—

ktory jest estymatorem nieobcigzonym wariancji °.
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W przypadku koniecznosci oceny odchylenia standardowego

korzystamy ze skorygowanego odchylenia standardowego w probie

n

> (X - )’

i=1
n—1

Gy =, =

jako estymatora parametru G.

Estymator [L jest nieobcigzonym estymatorem parametru p,
natomiast estymator 60 jest obcigzonym estymatorem parametru

c. Obcigzenie to jest funkcjg licznosci proby n i maleje do zera,

gdy n dazy do nieskonczonosci.
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Estymacja przedzialowa parametrow
rozkladow prawdopodobienstwa

Przedzialy ufnosci

Niech bedzie dana proba losowa (X1,X3,....,X,), ktOrej rozklad zalezy
od pewnego parametru rzeczywistego € €®. Przedzialem ufnosci dla
parametru @ €e® na poziomie ufnosci £ (0<f<1) nazywamy przedzial
(6,,6,), spetniajacy warunki:

. 0= 0,(X,X5....,X,) oraz 6= 6(X,X5....,X,) sa funkcjami proby

losowej (X1,X2yeee0sXy), ktore nie zalezq od 6,
. dla kazdego 6 €0,
PO((X1,..,X,)<0<0,(X1,...X,))=P

Granice przedzialu losowego (6;,6,) sa zmiennymi losowymi, takimi
ze prawdopodobienstwo pokrycia przedzialem (6,,6,) nieznanego
parametru & wynosi £.

Oznacza to, ze w przypadku wykonania wielu eksperymentow
majacych na celu oszacowanie przedzialowe parametru & w 1003%
przypadkach wyznaczony przedziat ufnosci bedzie zawierat 6.

Istnieje wiele przedziatow ufnosci spetniajacych powyzsze warunki.
Interesuje nas zawsze znalezienie takiego przedziatu, ktorego dlugos¢
L= (X1, X200000s.X)- 01(X 1, X 2p0000,.X)

jest najmniejsza.
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Weryfikacja hipotez statystycznych

(testowanie hipotez statystycznych)

Hipotezy statystyczne

Niech bedzie dana przestrzen statystyczna (Q,F,P), gdzie
P={Py,0 €O} jest rodzina rozkladow prawdopodobienstwa
opisujaca wynik eksperymentu, a © jest jaka$ przestrzenia
parametrow przy czym 0;U0,=0, @NO,=J.

Stwierdzenie (hipoteze statystyczna) &€ ®; bedziemy nazywad
hipoteza zerowa 1 bgdziemy zapisywac

H: 0e 0,

za$ stwierdzenie (hipoteze statystyczng) € € O, bedziemy nazywa¢é
hipoteza alternatywna (dla hipotezy H) i bgdziemy zapisywac

K: 0 € O,

Hipoteze statystyczna nazywamy prosta, gdy zbiory ©®,oraz O,
zawieraja doktadnie po jednym elemencie, w przeciwnym razie

mowimy o hipotezie ztozonej.
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Test statystyczny

Testem statystycznym nazywamy procedure post¢powania,
ktora mozliwym realizacjom proby losowe] (X1,Xzee., X))
okreSlonej na przestrzeni statystycznej (Q,F,P) przypisuje
decyzje odrzucenia (albo przyjecia) weryfikowanej hipotezy.

W celu zbudowania testu statystycznego Konstruujemy dwa
dopelniajace si¢ zbiory Wi W’ (WnW’=0, WOW’=R) oraz
pewna statystyke T=T(X,X5...,X,;) 2zZwang statystyka
testowa.

Decyzje podejmujemy w nastgpujacy sposob:

jezeli T=1(X,,X3...,X,) € W,to H odrzucamy;
jezeli T=T(X,,X3,...,X,;) € W ,to H przyjmujemy.

Zbior W nazywamy zbiorem krytycznym (zbiorem odrzucen
hipotezy H), a zbior W’ nazywamy zbiorem przyjec.

Jezeli weryfikowana hipoteze nie odrzucamy, to bezpieczniej
jest powiedzie¢, ze nie ma podstaw do jej odrzucenia, niz
moOwiC€ o przyjeciu hipotezy alternatywne;.
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Bledy decyzji statystycznych

e odrzucamy weryfikowana hipotez¢ H, gdy jest ona
prawdziwa; jest to tzw. blad pierwszego rodzaju;

e przyjmujemy weryfikowana hipotez¢ H, gdy jest ona
fatszywa; jest to tzw. blad drugiego rodzaju.

Btedne decyzje statystyczne podejmowane sa z okreslonymi
prawdopodobienstwami nazywanymi, odpowiednio,
prawdopodobienstwem bledu pierwszego rodzaju oraz
prawdopodobienstwem bledu drugiego rodzaju.

Zwykle ustalamy dopuszczalng wielkos¢ prawdopodobienstwa
btedu pierwszego rodzaju, ktora nazywamy poziomem
istotnosci a. Wsrod testow spelniajacych wymaganie
okreslone poziomem istotnosci poszukujemy takiego, by
zminimalizowane  zostalo  prawdopodobienstwo  btedu
drugiego rodzaju.
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Testy zgodnosci

Testy zgodnosci stuza do weryfikacji hipotez o postaci rozkiadu
prawdopodobienstwa.
Na podstawie wynikow badania proby losowe) Xi,X,...,X, , ktorej
elementy maja rozkltad prawdopodobienstwa o dystrybuancie F
weryfikujemy hipoteze

H: F=F,
gdzie F) jest zadana dystrybuanta.
Testy zgodnos$ci sa na ogoét testami nieparametrycznymi, gdyz
alternatywa ma zwykle posta¢: K: F #F,,.

Test zgodnosci chi-kwadrat Pearsona

Przyjmijmy, ze wyniki obserwacji proby losowej zostaly
pogrupowane w k roztqcznych klas, o licznosciach ny,n,,...,n;, przy
czym n;+ny+...+m=n. Nalezy teraz przyja¢ zalozony rozktad
prawdopodobienstwa 1 dla  tego  rozkladu  wyznaczy¢
prawdopodobienstwa py, p;, .... , Pr » Z¢ obserwowana zmienna
losowa przyjmie wartos¢ z danej klasy.

(= np,)’
2 1 i
ke gl np;

Jezeli spetniony jest warunek min(ny,n,,...,n,)>5 i licznos¢ proby jest
duza (np. n >2100), to w przypadku stusznosci weryfikowanej

hipotezy rozktad prawdopodobienstwa statystyki xf, jest rozkladem
chi-kwadrat o k-1 stopniach swobody.

Hipotez¢ o zgodnosci obserwacji z zalozonym rozkladem

prawdopodobienstwa odrzucamy, gdy Xf, > Y- k-1 8dzie

Xf—a,k—l jest kwantylem rzedu 1-a w rozkltadzie chi-kwadrat o £-1
stopniach swobody (tablice).
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Test zgodnosci Kolmogorowa

Test zgodnosci Kotmogorowa wykorzystuje si¢ w przypadku
weryfikowania hipotez dla rozkladow zmiennych losowych
ciaglych.

Niech Fy(s) bedzie zatozona dystrybuanta (hipotetyczna), a
F,(s) zaobserwowana w probie losowe] X1,X%...,X,
dystrybuantg empiryczna.

1 n
F,(s)= —ZI(_OO,S) (X))
n;_

Statystyka testowa jest statystyka Kolmogorowa

D,= sup |F,(s)- Fy(s)

n
—00<§<0

Hipotez¢ o  zgodnosci z  zalozonym  rozkladem
prawdopodobienstwa odrzuca si¢, gdy zachodzi nierownos¢

D,>d,(1-q),

gdzie d,(1-a) jest kwantylem rzedu 1-« (stablicowanym)
rozktadu prawdopodobienstwa statystyki D,,.

Dla duzych licznosci proby n»>100 hipotez¢ o zgodnosci z
zalozonym rozktadem prawdopodobienstwa odrzuca si¢, gdy

zachodzi nierdwno$¢ D, >A4_,/ Jn, gdzie An, jest
kwantylem rzedu - (stablicowanym) rozktadu
prawdopodobienstwa statystyki A-Kotmogorowa.
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Zwiazek weryfikacji hipotez statystycznych z
estymacjq przedzialowa

Hipotezy statystyczne weryfikuje si¢ (testuje) na poziomie
istotnosci «. Przy budowie testu mozna wykorzystaé
pojecie przedzialu ufnosci.

Hipotezg statystyczna na danym poziomie istotnosci
o weryfikuje si¢ porownujac hipotetyczng (wymagana)
wartos¢  parametru  rozkltadu prawdopodobienstwa @z
wyznaczonym na  podstawie obserwacji z  probki
PRZEDZIALEM UFNOSCI na poziomie ufnoéci f=1-a dla
tego parametru.

Weryfikacja hipotezy typu H: u=u,.

Przyjecie hipotezy: Mo € (L, 1)
Odrzucenie hipotezy: o €{(—o,1) U (1p,)}

Wykorzystujemy dwustronny przedzial ufnosci dla parametru pna
poziomie ufnosci
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Weryfikacja hipotezy typu H: u <u,.

Hipoteza ta jest roOwnowazna nast¢pujacemu  problemowi
decyzyjnemu:

H: u=uy K: u>

Przyje¢cie hipotezy: Lo €(144,0)
Odrzucenie hipotezy: Uo & (1g,)

Wykorzystujemy jednostronny (gorny) przedzial ufnosci dla
parametru & na poziomie ufnosci £

Weryfikacja hipotezy typu H: u = .

Hipoteza ta jest roOwnowazna nast¢pujacemu  problemowi
decyzyjnemu:

H: u=uy K: u<uy

Przyje¢cie hipotezy: Ho € (=0 ,14,)
Odrzucenie hipotezy: Ho & (=00 ,14,)

Wykorzystujemy jednostronny (dolny) przedzial ufnosci dla
parametru & na poziomie ufnosci




