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FUNKCJE PRODUKC]L.
ANALIZA KOSZTOW | KORZYSCI SKaALL.
MINIMALIZAC)A KOSZTOW PRODUKC]I.

1. FUNKCJE PRODUKCJI: JEDNO-I WIELOCZYNNIKOWE

Funkcja produkcji okresla zalezno$¢ zdolnosci produkcyjnych Q

zaangazowanych w procesie wytworczym czynnikéw.

funkcja produkcji

czynniki produkcji - zdolnosci produkcyjne

Zdolnosci produkcyjne to maksymalne rozmiary produkcji
osiagnigcia przy danym zasobie czynnikdéw produkcji.

Czynniki produkcji:
= praca
= kapital
= ziemia

= materialy i surowce

= postep naukowo-techniczny

Postep techniczny w zakresie:
= produktu (nowe produkty)

= procesu produkcyjnego  (nowe technologie)

mozliwe

Postep techniczny: e pracooszczedny e kapitalochtonny e neutralny

od

do
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Dwuczynnikowa funkcja produkcji (zalezno$¢ zdolnosci produkcyjnych Q od
dwoch gtownych czynnikéw: pracy (L) i kapitatu (K):

Q=F (K, L)

Podstawowe wspolczynniki charakteryzujace efektywnos¢ produkcji:

Przeci¢tne:

przeci¢tna produktywnos$¢ (wydajnosé) pracy AP, = Q/L

oznacza wielko$¢ produkceji (zdolnosci wytwodrczych) jaka uzyskuje si¢ przecigtnie z
jednostki naktadu pracy, informuje o przecigtnej produktywnosci jednostki naktadu
pracy (np. wydajnos¢ pracy na jednego zatrudnionego lub na godzing czasu pracy).

przecigtna pracochlonnos¢ produkeji L/Q

oznacza naktad pracy, niezbedny w celu wytworzenia przecigtnie jednostki produkcji
(np. zatrudnienie potrzebne do wytworzenia przecigtnie jednostki produktu).

przeci¢tna produktywnosé kapitatu APx= Q/K

oznacza wielko$¢ produkcji jaka uzyskuje si¢ przecigtnie z jednostki kapitatu,
informuje o przecigtnej produktywnosci jednostki kapitatu trwatego.

przeci¢tna kapitalochlonnos¢ produkeji K/Q

oznacza zasoOb kapitatu trwalego, niezbedny w celu wytworzenia przecigtnie jednostki
produkcji.

techniczne uzbrojenie pracy u=K/L
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Krancowe:

A
krancowa produktywnos¢ (wydajnos¢) pracy MP, = 6_Q (—Qj

oL AL
informuje o ile zmieni si¢ wielko$¢ produkcji (zdolnosci produkcyjnych) w wyniku
zmiany naktadu pracy o jednostke (np. o ile wzrosnie produkcja w wyniku zatrudnienia
dodatkowego pracownika).

oL AL
krancowa pracochltonnos¢ produkcji — —

00 AQ
informuje o ile musza wzrosna¢ naktady pracy aby mozliwy byt wzrost produkcji o
jednostke.

A
krancowa produktywnos¢ kapitalu MP, = 0 a0
oK AK

informuje o ile zmienia si¢ zdolnosci produkcyjne w wyniku zmiany zasobu kapitalu
trwalego o jednostke.

K AK
krancowa kapitalochlonno$¢ produkcji oK [ AK
00 \ AQ
informuje jaki jest niezbgdny wzrost zasobu kapitatu trwatego w celu zwigkszenia
zdolnos$ci produkcyjnych o jednostke.
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Elastyczno$¢ produkcji wzgledem pracy:

elastycznos¢ produkcji wzgledem pracy: e =

Elastyczno$¢ produkcji wzgledem pracy oznacza procentowa zmiang¢ produkcji
wywolang jednoprocentowa zmiang nakladu pracy, przy zalozeniu, ze pozostale
czynniki nie zmieniaja si¢. Rowna jest stosunkowi krancowej do przecigtnej
produktywnosci pracy.

Elastyczno$¢ produkcji wzgledem kapitatu:

elastycznos¢ produkcji wzgledem kapitahu : e,

SRS
|
slSs

Elastyczno$¢ produkeji wzgledem kapitalu oznacza procentowa zmiane produkcji
wywolang jednoprocentowg zmiang nakladu kapitaltu, przy zalozeniu, ze pozostale
czynniki nie zmieniaja si¢. Rowna jest stosunkowi krancowej do przecigtnej
produktywnosci kapitatu.

W dlugookresowej analizie funkcji produkcji zaktada si¢, ze zmianie ulegaja oba
czynniki, zardwno praca jak i kapitat.

W krétkookresowej analizie funkcji produkeji zaklada sig, ze kapitat nie ulega
zmianie (majatek trwaly jest w danym momencie zadany i jego zmiana wymaga
inwestycji), analizuje si¢ zatem tylko wptyw czynnika zmiennego (pracy) na wielko$¢
produkcji.
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Jednoczynnikowa funkcja produkcji:

Q=f(L)

Jednoczynnikowa funkcja produkeji Q = f'(L) ma kilka charakterystycznych punktow:

* punkt przegigcia funkcji - maksimum krancowej produktywnosci (wydajnosci)
pracy

= punkt styczno$ci funkcji z linia prosta poprowadzona z poczatku ukladu osi
wspotrzegdnych - maksimum przeci¢tnej wydajnosci pracy

* punkt maksimum funkcji produkeji - krancowa wydajnos¢ pracy MP; = 0

W punkcie maksimum przecigtnej produktywnos$ci pracy - krancowa i przecigtna
wydajno$¢ pracy sa rowne.

Prawo malejacych przychodow:

(prawo malejacej krancowej produkcyjnosci pracy)

Poczawszy od pewnego poziomu, w wyniku zwi¢kszania nakladéw jednego
czynnika przy zalozeniu stalosci pozostalych, produkcja rosnie coraz wolniej -
przyrosty produkcji uzyskane w wyniku wzrostu nakladow czynnika zmiennego o
kolejne jednostki sa coraz mniejsze. Krancowa produkcyjnos¢ tego czynnika
maleje.

Poniewaz przyjmuje sig, ze zmiennym czynnikiem wytworczym jest praca, to:

W wyniku zwigkszania nakladow pracy produkcja, poczawszy od pewnego
poziomu, ros$nie coraz wolniej - przyrosty produkcji uzyskane w wyniku wzrostu
nakladow pracy o kolejne jednostki sa coraz mniejsze. Krancowa produkeyjnosé
pracy maleje.

Jesli naktady pracy mierzymy liczba zatrudnionych, prawo to mozemy sformutowaé
nastepujaco: Kazdy kolejny zatrudniony pracownik przyczynia si¢ do wzrostu
produkcji w stopniu mniejszym niz poprzedni.
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Wieloczynnikowa funkcja produkcji:

0= f(Xl’XZ"“’Xn )

Elastyczno$¢ produkcji wzgledem dowolnego czynnika X; :

© 9

. .. . 0 oX,
elastycznos¢ produkcji wzgledem czynnika X;: e = - 7’
X X

Elastyczno$¢ produkeji wzgledem czynnika X; oznacza procentowa zmiang
produkcji wywolana jednoprocentowa zmiana nakladu czynnika X; , przy
zalozeniu, Ze pozostale czynniki nie zmieniajg si¢. ROwna jest stosunkowi krancowej
do przecigtnej produktywnosci i-tego czynnika.

przeci¢tna produktywnos¢ i-tego czynnika AP, = Xg
i
oznacza wielko$¢ produkeji jaka uzyskuje si¢ przecigtnie z jednostki naktadu i-tego
czynnika.
A
krancowa produktywnos¢ i-tego czynnika MP = 9 AQ
0X, AX,

informuje o ile zmieni si¢ wielko$¢ produkcji (zdolnosci produkcyjnych) w wyniku
zmiany naktadu i-tego czynnika o jednostke.
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2. ANALIZA KORZYSCI SKALI

Uchylamy zatozenie, ze kapitat jest czynnikiem produkcji, ktéry nie ulega zmianie. W
dlugim okresie zmieniaja si¢ (dostosowuja si¢ do warunkéw rynkowych) wszystkie

czynniki produkcji.

Przychody skali:

= stale: O(AX;, ..., AXy) = 10(X:1, ..., Xu) >
= rosnace: Q(AX;, .., AX,) > A0(X:, ..., Xu) A>1
= malejace: Q(AX;, ..., AX,) < A10(X:,.., Xu) A2

Calkowita elastyczno$¢ produkcji wzgledem nakladéw (suma elastycznos$ci) jest
definiowana jako procentowa zmiana wielkosci produkcji wywotana jednoprocentowa
zmiang naktadow wszystkich czynnikéw wytworczych.

*  przy stalych przychodach skali suma elastycznosci = 1
= przy rosnacych przychodach skali suma elastycznosci > 1
»  przy malejacych przychodach skali suma elastycznosci < 1

Korzysci skali (rosnace przychody ze skali produkcji) sa zwiazane z:

= istnieniem kosztow stalych (ktore rozktadaja si¢ na mniejsza lub wigksza

produkcje)

»  specjalizacja (wyzsza wydajnos¢ pracy)

* niepodzielno$cia  drogich, = nowoczesnych,  skomplikowanych  maszyn
ucielesniajacych postep techniczny (wyzsza wydajnos¢ kapitatu)

Niekorzysci skali (malejace przychody ze skali produkcji) sa zwiazane z:

= menedzerskimi niekorzy$ciami skali (trudno$ci w zarzadzaniu zbyt duzym

przedsigbiorstwem, nadmierna biurokratyzacja)

*  Wwyzszymi kosztami transportu

Minimalna skala efektywna oznacza wielkos$¢ produkcji, przy ktorej dtugookresowe

przecigtne koszty catkowite osiagaja warto$¢ minimalna.
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3. RODZAJE FUNKCJI PRODUKCJI

= liniowa funkcja produkcji

= funkcja produkcji Cobba-Douglasa

= funkcja produkcji CES (Constant Elasticity of Substitution)
funkcja produkcji o statej elastycznosci substytucji

= funkcja produkceji VES

funkcja produkcji o zmiennej elastycznosci substytucji

Liniowa funkcja produkcji

O=a,+aX +a, X, +..+ a, X,

O=a,+aqK+a,L

Parametry liniowej funkcji produkcji a; sa interpretowane jako wspotczynniki
krancowej produktywnosci i-tego czynnika produkcji (np. kapitatu, pracy).

Funkcja produkcji CES (Arrow, Chedery, Minhas, Solow) oraz Brown

v

0=y(6K7+(1-8)L7") 7,

y - parametr efektywnosci procesu produkcyjnego

o0 - wspotczynnik okreslajacy udziat obu czynnikéw: kapitatu i pracy w produkcji
(0<o<1)

v - parametr efektow skali (miara stopnia jednorodnos$ci funkcji produkcji)

£ - parametr substytucji

Wspolezynnik elastycznosci substytucji o jest staly i rowny:
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Funkcja produkcji Cobba-Douglasa

O=akK*L’

Parametry funkcji produkcji Cobba-Douglasa a i S maja wazng interpretacj¢
ekonomiczng — sa interpretowane jako wspotczynniki elastycznosci produkeji
wzgledem kapitalu i pracy.

Przecigtna produktywno$¢ kapitatu:

K?LP .
Apg= £ - A LT ga1ps
K K

Krancowa produktywnos$¢ kapitatu:

MP, = D _ pakL’
oK

Elastyczno$¢ produkcji wzgledem kapitatu:

o9 o0

oo QO _ ok _ MR
oK o APk
K K

Analogicznie mozna wykaza¢, ze elastyczno$¢ produkcji wzgledem pracy jest rowna /.

oQ o0
0 e _ MP
eL_‘lL_Q_APL_'B
L L

Parametry a1 £ informuja réwniez o efektach skali produkc;ji:
. stale przychody skali gdy a+p =1
. rosnace przychody skali gdy atp >1
. malejace przychody skali gdy at+p <l

Uproszczona postaé funkcji produkcji Cobba-Douglasa

Q= aKaLl—a
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Funkcja produkcji typu Cobba-Douglasa — n - czynnikowa

O=aX" .. X*. X%

1

Parametry oy, o3, ..., ¢, ..., &, oznaczaja elastyczno$ci produkcji wzgledem

czynnikow X;,X>, ..., Xi, ..., X,.

Przecigtna produktywnos$¢ i-tego czynnika:

XO XX
P - % - At = o g XML XS X

1 1

Krancowa produktywnos¢ i-tego czynnika:

MP, = 2© aaX .. XX
ox,

Elastycznos¢ produkcji wzgledem i-tego czynnika:

o0
o o _ w_
0x, o Iy l
X, X,

Parametry ¢; informuja rowniez o efektach skali produkc;ji:
. state przychody skali gdy z a, =1
. rosnace przychody skali gdy z o, >1

. malejace przychody skali gdy z a, <1
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4. KRZYWA JEDNAKOWEGO PRODUKTU

Funkcja produkcji charakteryzuje zbiér technicznie efektywnych metod wytwarzania.

Metoda wytwarzania jest technicznie efektywna, gdy nie istnieja inne metody, ktére do
wytworzenia tej samej wielkosci produkcji zuzywaja przy danym naktadzie jednego
czynnika - mniej drugiego.

Krzywa jednakowego produktu (izokwanta)

Izokwanta produkcji

K 4
A _— kapitatochtonna (pracooszcze¢dna) metoda produkcji
Ka
_— izokwanta produkcji
__—— pracochtonna (kapitatooszczedna)
Kg B metoda produkcji
La Ls L
0

Krancowa stopa substytucji ( % dla statego Q) informuje o ile mozna ograniczy¢

naktad kapitatu przy wzroscie naktadu pracy o jednostke, aby produkcja pozostata na
dotychczasowym poziomie.

Prawo malejacej krancowej stopy substytucji:

W miarg zastgpowania kapitalu przez pracg, zmniejsza si¢ ilo$¢ kapitatu, ktéra mozna
zastapi¢ przez kazda dodatkowaq jednostke pracy.

Analogicznie, w miar¢ zast¢gpowania pracy przez kapital, zmniejsza si¢ ilos¢ pracy,
ktora mozna zastapi¢ przez kazda dodatkowa jednostke naktadu kapitatu.

Innymi stowy, zwigkszajac naktady jednego czynnika o kolejne jednostki oszczgdzamy
coraz mniej na drugim czynniku produkcji.
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5. MINIMALIZACJA KOSZTOW PRODUKCJI. WYBOR NAJBARDZIEJ
EFEKTYWNEJ TECHNIKI PRODUKCJI.

Z dostgpnych technik produkcji wybieramy taka, ktora zapewnia najnizsze koszty
produkcji.

Linia jednakowego kosztu produkcji:
pxK+p, L= TC
pk - koszt jednostkowy kapitatu (cena kapitatu)
pL - koszt jednostkowy pracy (cena pracy)
TC - catkowity koszt produkcji
Po przeksztalceniu rdwnania jednakowych kosztow uzyskujemy formute:
K=_-Pogp o IC
Pk Pk
ktora utatwia interpretacjg graficzna potozenia linii jednakowego kosztu.

Kat nachylenia linii zalezy od relacji cen obu czynnikéw produkc;ji.

Przy danych cenach pracy i kapitatu wzrost (spadek) catkowitych kosztow produkcji
TC oznacza przesunigcie linii w gore (w dot).

K t Wybér optymalnej kombinacji czynnikow produkcji
linia jednakowego kosztu
ﬁ pxK +pL=TC
metoda produkcji minimalizujgca koszty
linia jednakowego kosztu
px K +p L= TC,
TC, < TC;
0 L* L
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Reakcja producentow na zmiany cen czynnikow produkcji

(Jak reaguje popyt na czynniki produkcji na zmiang ich cen?)

efekt substytucyjny
efekt podazowy

Efekt substytucyjny polega na zastgpowaniu czynnika produkcji, ktoérego cena
relatywnie ro$nie, innym czynnikiem produkcji, ktorego cena relatywnie maleje.

(substytucja miedzy czynnikami produkcji - wywotana zmiang ich relacji cenowych)

Efekt podazowy jest zwiazany ze zmiang wielkosci produkcji/podazy w wyniku
zmienionych kosztow wytwarzania i1 dostosowaniem zapotrzebowania na czynniki
produkc;ji (pracg, kapitat) do zmienionych rozmiarow produkc;ji.

Rozwazmy reakcje producenta na wzrost ceny pracy (na wzrost placy):

efekt substytucyjny - substytucja czynnika, ktory podrozal przez czynnik, ktory
stal si¢ relatywnie tanszy, a wigc zastapienie naktadéw pracy nakladami kapitatu.
Producenci zwracaja si¢ w kierunku technik produkcji bardziej kapitatochtonnych
(procooszczednych).

efekt podazowy - spadek produkcji (podazy) wywolany wzrostem kosztéw
wytwarzania i odpowiednie zmniejszenie zapotrzebowania na czynniki produkc;ji.
Wzrost kosztow pracy oznacza wzrost kosztow marginalnych 1 (przy
niezmienionym poziomie utargu krancowego) sktania producentéw do ograniczenia
rozmiaréw produkcji.
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N Efekt substytucyjny zmiany relacji cen czynnikow produkcji
K (przypadek wzrostu wzglednej ceny pracy)

linia jednakowego kosztu po zmianie cen

/—> optymalna metoda produkcji po zmianie cen
(bardziej kapitalochlonna, pracooszczedna)
CI

/—> optymalna metoda produkcji przed zmiang
C

linia jednakowego kosztu
przed zmiang cen

Tangens kata nachylenia krzywej jednakowego produktu w punkcie odpowiada
krancowej stopie substytucji, czyli relacji krancowych produktywnosci pracy 1 kapitatu:

9K = — MF, dla statego poziomu Q
oL MP;

Tangens kata nachylenia linii jednakowego kosztu odpowiada relacji jednostkowych

kosztéw czynnikow produkcji: pracy i kapitatu: — P

Pk
W _punkcie optymalnym (punkcie stycznosci linii kosztu do krzywej jednakowego
produktu) kat nachylenia krzywej izokwanty 1 linii kosztu sg réwne:
MP, P

- = —== (przyrownujemy tangensy katow)
MP; Pk

Stad warunek optymalnej kombinacji czynnikow produkcji, zapewniajacej
najnizsze koszty produkcji:

MP, MP . o . .
K = L Dla optymalnej techniki relacje krancowych produktywnos$ci do
Pk b,

jednostkowych kosztow sa rowne dla obu czynnikdw: kapitatu i pracy.
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Warunek optymalnej techniki produkcji mozna réwniez uzyskaé¢ wykorzystujac
metode mnoznikéw Lagrange’a:

Zadanie optymalizacji:

pKK+pLL — min

Q(K.,L) =2 O

Funkcja Lagrange’a:

LE=-pg K=pr L+ (Q(K,L)-Qp)u

u - mnoznik Lagrange’a

Przyréwnujemy czastkowe pochodne funkcji Lagrange’a do zera:

§
OLF 80
- — _ + == = 0
ok PKT k"
< OLF _ + —u=0
or  PLT or
OLF
—:Q()—Q(K,L): 0
\ o«

Wykorzystujac definicje krancowych produkeyjnos$ci czynnikow otrzymujemy:

-
PK = MPKM

Ny PL= MPLu

Q(K,L) = 0,
\

Po podzieleniu stronami 1 przeksztatceniu otrzymujemy znany juz warunek:

MP, MP,

Pk P
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